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总 序 


1979 年 11 月 ， 在 中 国 大 地 上 诞生 了 “ 潜 科 学 ”这 一 新 概 
念 。 作 为 一 门 学 科 ,， “ 漆 科 学 ”学 一 方面 要 研究 创新 性 的 科学 技 
术 思 想 胚 胎 从 潜 到 显 的 内 部 孕育 过 程 的 基本 规律 ， 以 寻求 最 大 限 
度 发 挥 人 们 科学 创造 潜力 的 途径 ; 另 一 方面 要 研究 新 观点 、 新 学 
说 ， 从 提出 、 传 播 、 鉴 别 和 检验 进入 科学 砍 堂 的 外 部 成 长 过 程 的 
基本 规律 ， 以 确定 使 新 理论 顺利 成 长 的 适宜 条 件 。 作 为 一 项 事 
业 ，“ 潜 科学 ”将 利用 刊物 、 年 鉴 、 学 术 讨 论 和 科学 基金 等 多 种 
手段 ， 积 极 发 气 富 有 开拓 精神 和 创造 才能 的 科技 人 才 ， 热 情 扶持 
已 经 萌发 的 新 思想 、 新 学 说 的 成 长 ， 帮 助 它们 冲破 种 种 障碍 ， 为 
科学 百花 园 不 断 增 添 新 的 奇 范 ， 推 动 学 术 上 的 自由 探讨 和 繁荣 。 

现代 科学 技术 的 各 个 部 门 都 在 加 速 向 前 发 展 ， 随 着 每 一 个 领 
域 里 的 惊人 进步 ， 在 人 们 面前 展现 出 鳃 来 愈 广阔 的 未 知 世界 。 伟 
统 观念 和 理论 受到 有 力 的 冲击 和 挑战 层出不穷 的 新 课题 激励 着 
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人 们 去 探索 ; 现代 技术 的 突破 性 进展 ， 使 新 技术 革命 的 浪潮 席卷 
全 球 ， 正 在 引起 生产 组 织 、 产 业 结 构 和 社会 生活 的 重大 变革 。 在 
这 种 形势 下 ， 积 极 推动 潜 科学 理论 的 研究 和 潜 科 学 事业 的 发 展 ， 
特别 是 推动 那些 具有 潜 科 学 价值 和 未 来 意义 的 开发 性 探索 ， 更 是 
有 特殊 意义 的 。 

为 了 促进 这 一 新 兴学 科 的 成 长 ， 推 动 这 一 新 生 事业 的 发 展 ， 
由 “中 国 潜 科 学 研究 会 ”与 《 潜 科 学 》 杂 志 社 共同 组 织 ， 并 系统 
地 编写 一 套 “ 潜 科学 丛书 "。 间 在 通过 对 科学 技术 发 展 中 大 量 个 
例 的 剖析 ， 从 不 同 的 侧面 和 和 角度， 揭示 科学 技术 更 蔡 变 革 的 历史 
足迹 ， 概 括 出 菜 些 共同 的 带 规 律 性 的 东西 ， 以 总 结 经 验 ， 吸 取 教 
训 ， 为 新 思想 、 新 观点 、 新 假说 、 新 理论 的 孕育 和 成 长 摇 旗 呐 
碱 ， 鸣 锣 开 道 。 

“ 潜 科 学 从 书 ” 是 一 套 带 有 学 术 性 、 探 索性 、 哲 理性 和 趣味 
性 的 文集 。 我 们 要 求 每 篇 文章 史料 要 翔实 ， 科 学 内 容 要 准确 ， 观 
点 要 鲜明 ， 力 求 作 到 文献 性 、 科 学 性 和 思想 性 的 统一 ， 为 进一步 
的 深入 研究 提供 启示 。 

这 套 从 书 ， 自 1986 年 以 来 ， 先 后 出 版 了 《科学 史上 的 重大 
争论 集 》、《 科 学 繁 难 集 》、《 科 学 发 现 个 例 分 析 》、《 技 术 发 明 个 列 
分 析 》、《 数 学 猜想 )、《 科 学 前 沿 疑 难 与 展望 》 六 本 。 受 到 了 国内 
外 读者 的 好 评 ，1996 年 获 全 国 优秀 科普 读物 三 等 奖 。 许 多 读者 
希望 这 套 从 书 能 重新 出 版 。 为 了 不 事 负 读者 的 厚爱 ， 我 们 将 已 出 
版 的 六 本 书 作 了 重新 修订 ， 书 名 改 为 《科学 争论 集 》、《 科 学 蒙 难 
集 》、《 科 学 发 现 集 》、《 技 术 发 明 集 》、《 数 学 猜想 集 》、《 科 学 前 沿 
集 》， 另 外 精 编 增 补 了 《科学 悖 论 集 》 和 《科学 问题 集 》 两 本 ， 
一 套 总 共 八 本 ， 老 献 给 读者 。 

当前 ， 正 是 大 力 倡导 “科教 兴国 ”之 时 ， 这 套 从 书 重 编 再 版 
其 意义 更 为 深远 ， 我 们 可 以 从 这 套 从 书 中 ， 找 到 更 多 的 科学 技术 
发 展 的 潜在 规律 ， 以 促进 我 国 科学 技术 的 更 快 发 展 。 

这 套 从 书 的 编写 ， 是 一 个 有 益 的 尝试 。 我 们 希望 吸引 、 动 员 
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更 多 具有 创新 精神 和 见解 的 潜 科 学 事业 的 支持 者 投入 这 套 丛 书 的 


编写 工作 ， 不 断 扩 大 范围 ， 丰 富 内 容 和 提高 质量 ， 在 推进 科学 技 
术 事业 的 发 展 中 ， 起 到 它 的 一 点 作用 。 
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加 强 漆 科 学 的 理论 研究 ， 不 仅 要 结合 历史 资料 对 潜 科 学 的 基 
本 形态 作 概 括 性 的 分 析 ， 而 且 更 要 对 其 基本 形态 中 的 具体 表现 作 
深入 的 探讨 ， 从 中 发 现 规律 性 的 东西 ， 使 漆 科 学 学 的 学 科 体系 建 
立 在 更 坚实 的 基础 之 上 。 这 本 书 ， 正 是 本 着 这 样 的 想法 写成 的 。 

所 谓 数学 猜想 ， 是 指 根据 某 些 已 知 的 事实 材料 和 数学 知识 ， 
对 未 知 的 量 及 其 关系 所 作出 的 一 种 预测 性 的 推断 。 它 既 有 一 定 的 
科学 性 ， 又 有 某 种 假定 性 ， 是 科学 性 与 假定 性 的 辩证 统一 。 一 般 
说 来 ， 这 种 推断 是 数学 中 难度 较 大 的 问题 。 数 学 猜想 不 仅 是 数学 
研究 的 一 个 科学 方法 和 数学 发 展 的 一 种 重要 形式 ， 而 且 还 是 科学 
猜测 这 种 潜 科 学 基本 形态 在 数学 中 的 具体 表现 。 因 此 ， 对 它 进 行 
考察 和 分 析 ， 必 将 促进 潜 科 学 理论 研究 的 深入 开展 。 

本 书 的 重点 是 分 析 和 阐述 数学 猜想 的 思想 与 方法 。 全 书 共有 
九 个 部 分 ， 从 内 容 上 可 分 为 两 大 类 : 第 一 类 是 对 数学 猜想 的 典型 
事例 进行 历史 考察 与 思想 剖析 (一 、 二 、 三 、 四 、 五 ); 第 二 类 
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是 就 数学 猜想 的 产生 、 演 变 、 判 定 、 类 型 、 特 征 和 意义 等 ， 作 综 
合 性 的 分 析 和 论述 (六 、 七 、 八 、 九 )。 为 了 更 系统 地 了 解数 学 
发 展 史上 著名 数学 猜想 的 研究 状况 ， 我 们 特 编 制 了 《数学 稍 想 一 
览 表 》， 作 为 【附录 ] 载 于 书后 ， 仅 供 参考 。 在 写作 中 ， 我 们 力 
图 资料 准确 、 史 实 具 体 、 观 点 鲜明 、 重 点 突出 ， 在 揭示 “法 ”的 
实质 与 规律 性 上 下 功夫 。 

数学 猜想 大 都 是 专业 性 很 强 的 数学 难题 ， 写 作 中 遇 到 的 最 大 
困难 就 是 通俗 化 的 问题 。 我 们 虽 作 了 很 大 的 努力 ， 但 也 难 满足 广 
大 读者 的 需要 。 

在 写作 过 程 中 ， 我 们 参考 和 引述 了 国内 外 许多 重要 文献 。 特 
别 是 华罗庚 、 王 元 、 陈 景 润 、 柯 召 、 孙 琦 、 潘 承 油 、 潘 承 虎 、 疯 
前 知 、 刘 并 佩 、 冯 克勤 等 我 国 著名 数学 家 和 学 者 的 有 关 论 著 ， 对 
我 们 有 很 大 的 启发 和 帮助 。 

李 巡 教授 对 本 书 的 写作 给 予 了 许多 支持 ， 姚 俊 梅 、 徐 炎 章 参 
加 了 本 书 的 部 分 编写 工作 ， 这 里 ， 一 并 致谢 。 

写 这 样 的 区， 对 我 们 来 说 还 是 一 个 尝试 。 限 于 我 们 的 水 平 及 
问题 本 身 的 难度 ， 不 妥 之 处 在 所 难免 ， 敬 请 读者 批评 指正 。 
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一 一 从 勾 股 定理 到 费 尔 马 大 定理 


17 世纪 ， 法 国 数学 家 彼 埃 尔 : 德 ' 费 尔 马 (Pierre 

de Fermat，1601 一 1665) 曾 宣 称 他 证 明了 : 当 整 数 7 
大 于 2 时 ， 不 存在 一 个 整数 ”次 宕 是 另外 两 个 整数 ?= 
次 宕 之 和 。 三 个 世纪 以 来 ， 虽 然 许 许多 多 数学 家 试图 证 
明 它 ， 但 始终 没有 成 功 。 费 尔 马 当时 是 一 位 法 官 ， 并 非 
职业 数学 家 ， 居 然 以 他 的 “定理 ” 难 住 了 三 个 世纪 以 来 
的 优秀 数学 家 ， 这 种 思想 真是 太 微妙 了 ! 这 个 问题 看 来 
似乎 很 简单 ， 只 要 有 初中 水 平 的 数学 知识 ， 就 不 难 理解 
所 提出 的 问题 ， 但 为 了 证 明 它 ， 却 吸引 了 干 千 万 万 个 数 
学 爱好 者 。 他 们 一 代 又 一 代 ， 前 赴 后 继 ， 有 的 甚至 为 之 
献 出 毕生 精力 ， 但 均 未 达到 最 终 目 的 。 这 个 困惑 人 们 三 
百 多 年 的 “大 定理 ”， 直 至 1993 年 才 被 英国 数学 家 安 德 
鲁 . 维 尔 斯 攻克 。 我 们 简略 地 回顾 一 下 人 们 研讨 这 个 问 
题 的 历史 过 程 及 其 所 获得 的 成 果 ， 无 疑 对 我 们 进一步 解 
决 这 个 问题 ， 以 及 增强 提出 问题 和 解决 问题 的 能 力 是 会 
有 一 定 的 后 发 作用 的 。 
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(一 ) 从 勾 股 三 角形 谈 起 


时 在 3500 年 以 前 ， 巴 比 伦 人 就 知道 三 边 为 下 列 各 数 的 一 些 
三 角形 为 直角 三 角形 : 


120， 119, 169; 
3456, 3367， 4825; 
4800， 4601， 0049 

13500, 12709， 18541 ; 
72; 65, 97; 

360， 319， 481; 
2700， 2291， 3541; 

960, 799， 1249; 
600， 481 ， 769; 
6480， 4961， 8161; 

60， 45, 75; 
2400， 1679， 2929 ; 
240， 161， 289; 
2700， 1771， 3229; 

90， 56， 1060。 


然而 ， 当 时 为 什么 列 出 这 些 三 角形 ， 现 在 还 是 个 谜 。 

在 3000 年 以 前 ， 中 国 已 经 知道 用 边 长 为 3，4，5 的 直角 三 
角形 来 进行 测量 。 中 国 最 古老 的 一 本 天 文 数学 书 《 周 佣 算 经 》-- 
开头 就 有 周公 问 商 高 :“ 天 不 可 阶 而 升 ， 地 不 可 得 尺寸 而 度 。” 商 
高 讲 :“ 勾 广 三 ， 股 修 四 ， 经 隅 五 。”@ 其 意 是 天 的 高 度 和 地 面 上 
的 一 些 测量 的 数字 是 怎样 得 到 的 呢 ? 这 可 用 边 长 为 3，4，5 的 直 
角 三 角形 来 测算 。 在 《 周 佣 算 经 》 卷 上 之 二 ， 荣 方 、 陈 子 回答 
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中 ， 陈 子 讲 道 :“ 色 股 各 自 乘 ， 并 而 开 方 除 之 ", 中 用 现代 的 数学 
符号 表示 ， 就 是 

a + 62= ce2, 
其 中 ，a，28 是 三 角形 的 直角 边 ，c 为 其 斜 边 。 可 见 ， 陈 子 已 经 
知道 一 般 的 勾 股 定理 。 约 公元 222 年 ， 赵 君 卿 为 《 周 体 算 经 》 注 
释 时 ， 对 勾 股 定理 作 了 理论 证 明 。 

勾 股 定理 ,西方 称 为 毕 达 哥 拉 斯 定理 。 毕 达 哥 拉 斯 
(Pythagoras， 古 希腊 人 ， 约 前 572 一 前 500 年 ) 于 公元 前 572 年 
左右 出 生 在 爱 雄 海 的 萨摩 斯 岛 。 据 说 ， 他 从 师 于 泰勒 斯 ， 可 能 还 
游历 过 埃及 、 巴 比 伦 。 他 在 意大利 南部 的 希腊 油 港 克 罗 托 内 创办 
了 著名 的 毕 达 哥 拉 斯 学 校 。 这 个 学 校 不 仅 研 究 哲 学 、 数 学 ， 而 且 
发 展 成 了 一 个 有 秘密 仪式 和 盟约 的 帮会 式 的 团体 。 由 于 该 团体 除 
了 搞 学 术 活 动 外 ， 还 参与 政治 活动 ， 同 当时 的 贵族 党 结 成 联盟 ， 
因此 南 意 大 利 的 民主 力量 摧毁 了 学 校 的 建筑 并 人 迫使 该 团体 解散 。 
据 传 ， 毕 达 哥 拉 斯 于 公元 前 500 年 左右 被 害 于 梅 塔 庞 通 。 他 的 弟 
子 则 分 散 到 其 他 的 学 术 中 心 去 了 。 该 团体 虽然 形式 上 不 存在 了 ， 
但 这 个 学 派 实 际 上 继续 存在 至 少 两 个 世纪 之 久 。 该 学 派 的 学 术 思 
想 和 成 就 影响 十 分 深远 。 由 于 该 团体 所 有 发 现 都 归功 于 毕 达 哥 拉 
斯 ， 因 此 现在 很 难 确切 知道 那 项 发 现 应 归功 于 学 派 中 哪 一 个 人 
了 ， 毕 达 哥 拉 斯 的 学 术 成 就 是 集体 智慧 的 产物 。 

“万 物 缘 数 "@ 是 毕 达 哥 拉 斯 学 派对 宇宙 和 事物 的 本 质 认识 。 
他 们 认为 整数 是 人 和 物质 的 各 种 各 样 性 质 的 起 因 。 在 这 种 哲学 思 
想 的 指导 下 ， 就 导致 他 们 对 于 数 的 性 质 的 阐述 和 探讨 。 因 此 ， 把 
几何 问题 与 算术 紧密 结合 起 来 研究 ， 就 成 为 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 很 
自然 的 事情 了 。3，4，5 为 边 的 直角 三 角形 三 边缘 为 整数 ， 这 种 
三 条 边 为 整数 的 直角 三 角形 称 为 色 股 三 角形 ， 或 者 叫做 毕 达 哥 拉 
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斯 三 角形 。 把 所 有 的 勾 股 三 角形 都 找 出 来 就 等 价 于 求 下 列 不 定 方 
程 

并 2+y? = z? 
的 所 有 正 整 数 解 ， 于 是 ， 一 个 几何 问题 就 转化 为 一 个 数论 中 的 不 
定 方程 求解 问题 。 


(二 ) 多 股 数 


如 果 正 整数 z，y，x 能 满足 下 列 不 定 方程 
ee (1) 
则 它们 叫做 色 股 数 。 
求 出 〈1) 的 所 有 正 整数 解 ， 也 就 是 求 出 〈1) 的 所 有 勾 股 
数 。 
为 了 解决 这 个 初等 数论 中 的 著名 问题 ， 我 们 再 观察 几 个 简单 
的 勾 股 三 角形 : 


3， 4， 5; 
5 12， 13 
7 24， 23 
9， 40， 41; 
11, 60， 61; 


观察 这 些 数 ， 可 发 现 如 下 规律 : 

第 一 个 数 是 奇数 ， 第 二 个 数 是 第 一 个 数 的 平方 减 1 再 除 以 
2， 第 三 个 数 是 第 二 个 数 加 1， 也 是 第 一 个 数 的 平方 加 1 再 除 以 
2， 即 设 m 为 奇数 ， 则 一 般 有 


m*-1 m+1 
m, 9 名 


于 是 有 
2 © 
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其 中 m 为 奇数 。 

一 般 认为 毕 达 哥 拉 斯 已 发 现 了 公式 (2) 不 过 公式 (2) 只 
给 出 一 部 分 勾 股 数 。 

(2) 式 两 边 同 乘 上 4， 再 变形 ， 得 

(2m)* + (m’:—1)*= (m?+1)。 (3) 
显然 (3) 式 不 论 m 是 奇数 还 是 偶数 ， 等 式 都 成 立 。 古 希腊 哲学 
家 、 数 学 家 柏拉图 《Plato， 约 公元 前 430 一 约 公元 前 349)， 于 公 
元 前 380 年 给 出 了 公式 (3)， 其 中 m 为 奇数 或 偶数 。 

显然 公式 (2) 与 (3) 均 不 能 给 出 全 部 的 勾 股 三 角形 。 实 际 
上 ， 如 果 以 a，&b，c<c 为 边 的 直角 三 边 形 为 勾 股 三 角形 ， 那 么 ， 
对 于 任意 自然 数 xn， 以 na，n5，nc 为 边 的 三 角形 也 必定 是 勾 股 
三 角形 。 

在 公式 (3) 中 ，m 为 任意 自然 数 ，1 是 一 个 特殊 的 自然 数 ， 
由 特殊 到 一 般 ， 若 1 也 变 成 任意 自然 数 ， 比 如 变 成 nx*， 是 否 能 
给 出 所 有 的 勾 股 三 角形 呢 ? 把 1 变 成 n*?， 为 了 使 (3) 式 保持 恒 
等 ，(3) 中 的 第 一 项 (2m)? 应 变 成 (2mn)?*, 即 有 

(2mn)* + (mn) = (m’* + n?)。 
显然 ， 当 m = n 时 ， 就 不 能 得 到 三 角形 ， 更 谈 不 上 勾 股 三 角形 
了 ， 因 此 ， 需 要 对 mmx， 作 些 限制 。 

大 约 公元 3 世纪 ， 亚 历 山 大 里 亚 的 丢 番 图 (Diophantus， 约 
246 一 330) 给 出 一 个 方法 ， 可 得 到 全 部 的 色 股 三 角形 。 具 体 可 统 
述 如 下 。 

如 果 (1) 式 有 正 整 数 解 ， 且 满足 (z,y) = 4 > 1, 则 由 4?| 
2@， ad?| y’, 得 

d? | (x? + y)o 
而 xz?+ y=z*， 所 以 dq?|z?。 故 有 


四”M' 克 莱 因 著 ， 张 理 京 ， 张 锦 炎 译 : 《古今 数学 思想 》 (第 一 册 )， 上 海 科 学 技 
术 出 版 社 ，1979 年 ， 第 36 页 。 
@ 设 a，5， 为 二 整数 且 &5 隆 0， 车 65 整除 a， 记 为 51ja; 8 不 整除 <， 记 为 bka。 
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dzo 
这 时 ， 可 将 〈1) 式 两 边 同 时 约 去 4。 由 于 
(z/ad,y/ad) = 1, 所 以 在 (1) 中 ,不 妨 假定 (z, y) =1。 这 就 是 说 ， 
我 们 先 求 出 x*+ y=z? 满足 (x,y) = 1 工 的 所 有 解 ， 然 后 乘 上 一 
个 适当 因子 ， 就 能 求 出 xz*+ y?*= zx? 的 所 有 解 。 
如 果 (1) 式 有 正 整 数 解 ， 且 满足 (zx,y) = 1, 则 由 (x,y) = 
1 得 知 ,， zx，y 不 可 能 都 是 偶数 ， 也 不 可 能 全 为 奇数 。 假 定 它 们 全 
是 奇数 ， 则 
Xx” 二 1(mod4)2,y 二 1(mod4), 就 有 
z= rx +y 2 (mod4)。 
这 是 不 可 能 的 。 因 此 ， 如 果 (1) 式 有 正 整 数 解 ， 且 满足 (x, y) 
= 1, 则 zxz，y 中 有 一 个 是 偶数 ， 另 一 个 为 奇数 ， 不 妨 假定 x 为 
偶数 。 于 是 我 们 可 给 出 如 下 定理 。 
定理 1.2.1 不 定 方程 (1) 的 适合 条 件 


xX>0, vy>0, z>0, (xr,y)= 1,2|1x (4) 
的 一 切 正 整 数 解 的 充分 必要 条 件 是 
T=2mn, y=m*~n, z= m+n’, (5) 


其 中 m,n 都 是 正 整 数 ， 且 有 mw>n, (m,n) = 1,m 关 
n(mod2)。 
证 法 1 充分 性 。 因 为 m，n 都 是 正 整数 ， 且 m >n， 所 
以 ， 由 (5) 式 ， 得 
T=2mn>0, y= m*— n>0, z=m2:+n*>0, 即 福 ， 
>y，z 满足 (4) 中 的 条 件 z>0,，y>0,，xz>0, 2|x。 由 (5) 
式 ， 我 们 有 
x 十 3 = (2mn)*+ (mn) = mti+2m in + nt 


全 (m? 十 12 )2 至 z2。 


中 若 m1a 一 5, 记 为 a 三 b(modm); 
若 ma 一 5, 记 为 a 关 b(modm )。 


所 以 (5) 式 满足 (1) 式 的 正 整 数 解 。 
再 证 明 也 满足 (4) 中 的 条 件 (z,y) = 1。 
为 此 设 (z,y) = 4d, 若 能 证 明 & =1， 则 充分 性 得 证 。 事 实 上 ， 
我 位 有 dlz，dly，d?|xz*?，d?*|y， 故 有 
da? | 《 工 2 十 y2)o 
而 z+y=z?， 即 d?|zx?,， 故 dlz。 设 y= di，z= dk， 则 由 
(5) 式 ， 我 们 有 
2m* = m* -n+t+mi+ni=yt+z= ad(l+&k), 
2 = mi+t+ni- (mn)=z-y= d(l—k), 
所 以 有 dl2m”，d|12n?， 故 有 ad 12(m?,n?)。 由 于 在 (5) 中 有 
(m,n) = 1, 故 有 (m,n?) = 1, 从 而 知 d|12。 由 于 mm 一 n=m+ 
n 一 2n 和 (5) 中 有 m 关 n(mod2), 知 
2 (m+n),2t(m — n), 
即 2(m? 一 nn)。 又 由 (5) 知 2 人 yo。 综合 2 人 y,4d 12 和 (x,y) = 
dd, 得 知 d = 1, 即 (zx,y) = 1。 
由 上 可 知 ，(5) 式 满足 (4) 中 所 有 条 件 ， 从 而 充分 性 得 证 。 
必要 性 。 若 z，y，z 是 适合 (4) 中 的 所 有 条 件 的 (1) 式 
的 任 一 组 解 时 ， 则 zx，»y，z 一 定 具 有 (5) 的 形式 。 


我 们 先 证 明和 三 5 都 是 整数 ， 且 互 素 。 因 z 是 偶数 ， 
y 为 奇数 ， 所 以 x?+ y? 必 为 奇数 ， 而 z?+ y= z?， 故 知 ?为 
奇数 。 于 是 = 也 是 奇数 。 由 于 z，y 都 是 奇数 ， 所 以 z+y 和 x 
-y 都 是 偶数 ， 因 而 3 辽 和 都 是 整数 。 为 了 证 明 它们 互 
素 ， 我 们 假定 
( 污 握 >)= 4d 再 证 4 = 1o 将 (后 ]= < 改写 成 


2 


2 2 

十 

2 =id; (6) 
= Ld, (7) 


2 
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其 中 (17, 7,) 1。 由 (6) (7)， 得 
水 一 (2 pe 7)d。 
所 以 知 dly。 又 由 (1) 知 
Xi =z- =(z+yz-y) = 4lil2d’, 
故 得 dz2， 即 4|x。 于 是 有 d |1(x,y)。 而 (x,y)=1, 故 4 = 
1。 从 而 得 证 二 二 和 大 本 了 互 素 。 
将 (1) 改写 成 
X= (z+ y)(z — y)o (8) 
(8) 式 两 边 同 除 以 4， 得 
2 
2 hn 
(2 
由 于 2 | x， 所 以 上 式 左 端 是 一 个 平方 数 由 于 
el 
Zr. 


所 以 知 了， 一 定 都 是 平方 数 。 令 


人 (9) 


由 于 x，y， z 都 是 正 整数 故 知 m >n> 0。 由 


三 和] = 1 知 (m2 m2) = 1, 因 而 (m,n) = 1。(9) 式 中 


的 二 式 相 加 相 减 分 别 得 到 
之 二 72 十 712， 
y= m?— n?o 
再 由 (8)，(9) 得 到 z?=4m?n?， 从 而 
r=2mno 
又 由 于 z 是 奇数 ， 而 z=m?+n2， 所 以 777 ， 2 中 必定 有 一 个 为 
偶数 ， 另 一 个 为 奇数 。 于 是 m + n 是 奇数 ， 所 以 
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m 关 n(mod2)。 (证 完 ) 
上 述 的 定理 是 直接 用 初等 数论 的 方法 给 予 证 明 的 。 我 们 也 可 
以 将 (1) 式 变形 ， 利 用 变量 替换 ， 转 化 成 三 角 函 数 ， 再 用 三 角 
函数 的 有 关 性 质 给 出 另外 的 证 明 方法 。 为 此 我 们 先 证 一 个 引 理 。 
引 理 ”sina 和 cosa 都 为 有 理 数 的 充分 必要 条 件 是 tg 了 为 有 
理 数 或 者 无 意义 。 . 
证 明 先 证 充分 性 。 由 
2tg 7 
1+tg 人 
1-tg 7 
1+tg py 
易 知 ， 当 tg 二 为 有 理 数 时 ， sina，cosa 都 为 有 理 数 。 若 tg 5 天 
意义 ， 则 
多 = hr+ 了 于， 为 整数 ， 
即 a = (2k + 1)xo 
所 以 sina=0，cosa 二 一 16 
再 证 必要 性 。 由 半角 公 导 


_ sina 
1+ cosa 


易 知 ， 当 sina，cosa 为 有 理 数 时 ，tg 了 为 有 理 数 。 若 a = (2& + 


Sina 二 


COSQ 一 


Q 
tg 


1)x;sin(2k + 1)rx = 0,cos(2k +1)r =—1, 则 tg 7 无 意义 。 
综 上 所 述 ， 引 理 得 证 。 
证 法 2 将 (1) 式 变形 ， 得 
2 

Ej 0 


之 
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= cosao 因为 zx>0，y>0，z>0， 所 以 ， 


习 
令 Sinag, 
之 


sina，cosa 为 正 有 理 数 。 不 失 一 般 性 ， 假定 0< “< 了， 则 0< 了 


去 生 
寺 2 
由 万 能 置换 公式 
可 2tg 7 
sine = x 
2 CQ 
1+tg 2 
C 
1-tg 7 
cosa 二 
[人 
和 引 理 , 可 令 tg 了 = 六 ,(m,n)=1。 
由 上 述 条 件 有 mn>>0， 则 
2. 之 
m 2mn 
i dn 
| 
wn 
汉王 2 2 (12) 


由 (11) 二 (12)， 得 
XT_ 2mn 

a 

由 (z,y) = 1, 可 知 m 与 n 中 必 有 一 奇 一 偶 ， 且 =2mn，y= 


mm 一 n*，z = m? 二 n*。( 证 完 ) 


(三 ) 问题 的 拓 广 与 特例 


旧 的 问题 解决 了 ， 新 的 问题 又 会 产生 。 在 数学 体系 内 部 ， 通 


过 一 般 化 、 特 殊 化 和 各 种 各 样 的 逻辑 组 合 等 方式 ， 可 以 不 断 地 向 
自身 提出 新 的 问题 。 从 不 同 的 角度 去 看 $2 中 的 (1) 式 ， 还 可 
以 提出 各 种 各 样 的 问题 。 这 些 问 题 的 提出 ,需要 我 们 去 分 析 解 决 。 
那么 , 由 (1) 式 可 提出 哪些 问题 呢 ? 本 节 将 做 较 详 细 的 叙述 。 


1 由 “ 变 ” 至 “ 常 ”， 由 人 请 到 “ 变 ” 


在 (二 ) 中 的 (1) 式 ， 底 数 为 变量 ， 指 数 为 常量 2。 若 底 
数 分 别 取 特 殊 的 常量 ， 让 指数 成 为 变量 ， 比 如 xz，y，z 分 别 取 
3，4，5， 就 可 提出 : 

求 不 定 方程 

37+47=57 
的 所 有 正 整 数 解 的 问题 。 

通过 试验 ， 除 了 x = y= z=2 外 ， 似 乎 还 找 不 出 其 它 正 整数 
解 适合 此 方程 ， 那 么 是 否 该 方程 只 有 这 一 组 正 整 数 解 呢 ”答案 是 
肯定 的 ， 这 可 从 理论 上 进行 证 明 。 于 是 有 

定理 1.3.1 不 定 方程 

37+4>7=5” (1) 
有 和 且 仅 有 正 整 数 解 z= y= z=2。 
证 明 由 (1), 得 
(4—1)*+4”= (4+1)*， (2) 
或 
37 + (3+1)7 = (6- 17。 (3) 
由 (2) 及 (3) 和 和 牛顿 二 项 式 定理 ， 得 知 
(- 1)* = 1(mod4), 
1 = (- 1)*(mod3)。 
因此 x 和 > 均 为 偶数 ， 设 z=2a，xz =25，(1) 式 就 化 为 
(3°)? + (2?) = (3)。 (4) 
由 勾 股 定理 知 
2”=2AB, 3*=A’—B’, 5*=A’+B’, 


4168b0 
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且 4>B>0 (A,B) =1, A，B 中 一 奇 一 偶 。 显然 B=1， 从 
而 A =2” 1， 于 是 
3° = (271)? -1= (21+1)(2Y 1 -1), 
因为 3 是 奇数 ， 且 知 2?-1+1>2?-1-1， (21+1,2”1 一 1) 
= 1， 故 
2 1-1=1，27 1+1=3°。 
于 是 有 
22 二 2 
解 上 述 方程 ， 得 
三 六 wy 
又 由 22 1+1=3=3*， 得 
a=1。 
再 由 S$ = (27 1)?+1=22+1=5， 得 
6=1。 
综 上 所 述 ， 命 题 得 证 。 (证 完 ) 
在 方程 
37+47=57 
3。 45 是 的 和 有数 .如果 国定 的 和 有数 志和 动 
来 ， 即 已 知 <c，2， c, 且 a2+62= 2 ， 那 么 方程 
a 二 b= 
会 有 起 样 的 结论 呢 ? 换言之 ， 对 于 正 整 数 4，6，c，xz，y，zz， 
如 果 有 


< 


al+ bi=e? 
和 a + WY=e’, 
求 关于 xz，y，z 的 指数 不 定 方程 的 正 整数 解 。 

为 了 解决 这 一 问题 ， 可 取 一 些 特殊 勾 股 数 进行 考察 。 我 们 已 
经 对 勾 股 数 3，4，5 得 到 了 结论 是 x = y= z =2， 我 们 再 取 一 些 
特殊 的 勾 股 数 ， 比 如 取 

9， 12， 13; 


7， 24， 25; 
9， 40， 41; 
11, 60， 061。 


经 研究 ， 也 有 同样 的 结论 : 
X=Yy=z=2。 
一 般 地 ， 可 提出 如 下 猜想 : 
对 于 正 整 数 a，b5，c，xz，y，z， 如 果 有 
a + 62=c2 
和 a*+P=c”, 
那么 X=y=z=2。6 

这 一 猜想 至 今 没有 和 解决。 但 对 于 一 些 特殊 a，5，c< 得 到 如 
下 一 些 结果 。 

当 a=2n+1,b=2n(n+l1),c =2n(n+1)+1, 
n>0 (5) 
时 ,有 

定理 1.3.2 对 于 (5) 中 的 数 ， 当 

n= 1,4,5,9,10(mod12) 
时 ， 猜 想 均 成 立 。 
定理 1.3.3 对 于 (5) 中 的 数 ， 如 果 
i) n 三 1(mod2), 且 有 素数 p 存在 ， 使 得 
2n+1=p’，s>0, 
或 
i) n 关 3(mod4), 且 有 素数 p 二 3(mod4) 存在， 使 得 
2n + 1=0(modp), 
则 猜想 成 立 。 
定理 1.3.4 对 于 (5) 中 的 数 ，”<6144 时 ， 猜 想 成 立 。 
定理 1.3.5 对 于 勾 股 数 
a=4n*—-1, b=4n, c=4n*+1, (6) 
上 述 猜 想 成 立 。 
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证 明 当 ”=1 时 ， 就 是 定理 1.3.1。 故 可 设 >1。 
先 证 z，z 为 偶数 ，y 宇 2， 再 证 ZX 二 y= 二 z=2。 将 (6) 代 
入 a*+ 妈 =c? 中， 得 
(4n7 — 1)? + (4n)? = (4n? + 1)2, (7) 
从 而 由 牛顿 二 项 式 定理 ， 可 推 知 
(— 1)” = 1(mod4), 
于 是 可 知 x 必 为 偶数 。 
又 由 (7) 可知 
(—1)7+ (4n)? = 1(mod4n’), 
而 z 为 偶数 ， 于 是 有 
(4n)? = 0(mod4n?), 
因为 n>1， 所 以 推 知 y 之 2。 
由 (6) 可 得 
a*=16n1—8n:+1, 
c=16nt+8n?+1, 
故 推 知 
a’ = 1(mod8n?), 
c* = 1(modg8n?)。 
由 此 可 知 ，x 必 为 偶数 。 如 车 不 然 ， 即 设 z 为 奇数 ， 因 > 
为 偶数 ，y 宇 2， 由 (7) 得 
1 三 422 + 1(mod8n?), 
这 是 不 可 能 的 ， 所 以 = 必 为 偶数 。 
既然 z，z 为 偶数 ， 我 们 可 设 zx=2zrl，z =2zi。 代 入 方程 
(7) 中 ， 可 得 
[C4n7+1)%+ (4n2 ~ 1)7][(4n2+1)"— (4n2— 1)7*1] 
<(4n)’, (8) 
下 面 我 们 证 明 zj，zi 为 奇数 。 如 若 不 然 ， 设 zx, 为 偶数 ， 
那么 
(4n?2 +1)5 +(422 -1)71= 2(mod4n), 
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(4n2 +1)71— (4n? -1)71= 0(mod4n)。 
由 (8)， 得 出 

(4n? + 1)"1+ (4n’ ~ 1)™ = 2, 

(4n2 + 1)%1— (4n? — 1)" = 2.41in, 
这 是 不 可 能 的 ， 所 以 zi 是 奇数 ， 这 时 

(4n27 + 1)*1 + (4n? -1)s 0(mod4n), 

(4n? +1)1— (4n: -1)"1=2(mod4n),。 


再 由 (8)， 得 出 
(4n7 +1)4+ (4n -1)71=2.41ln,y>1, (9) 
(422+1)5 (422 1) = 2。 (10) 


如 果 zi 是 偶数 ， 因 zi 是 奇数 ， 由 (10) 得 
1— (4n? -1) = 三 2(mod8z2)， 
这 是 不 可 能 的 ， 故 zi 必 为 奇数 。 
(9) + (10),， 得 


(4n2 +1)*1 =1+4’ lin,y>1。 (11) 
下 面 证 y= zx。 如 果 y 之 3， 因 zi 为 奇数 ， 由 (11)， 得 
4n2+ 1 二 1(mod8n’), (12) 


这 是 不 可 能 的 ， 所 以 必 有 y= 2。 
将 y=2 代 入 (11), 得 
(422 +1)™1 = 1+4n’, 
所 以 z1=1， 即 z=2。 
再 由 (10)， 得 
422 +1- (4n?—1)"= 2, 
故 zi=1， 即 过 =2。 (证 完 ) 
在 一 些 含 有 常量 与 变量 的 数学 问题 中 ， 由 于 常量 与 变量 所 处 
的 位 置 不 一 样 ， 就 形成 了 不 同类 型 的 问题 。 因 此 ， 当 我 们 考虑 其 
中 一 种 类 型 的 问题 之 后 ， 从 数学 形式 把 常量 与 变量 交换 一 下 位 
置 ， 就 可 提出 另 一 类 新 型 的 数学 问题 。 上 面 提出 的 指数 不 定 方程 
的 求解 问题 是 由 三 元 二 次 不 定 方程 通过 交换 常量 与 变量 的 位 置 而 
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提出 来 的 。 有 时 不 交换 位 置 ， 将 常量 变量 化 ， 或 将 变量 常量 化 也 
可 提出 新 的 问题 。 上 述 的 猜想 是 将 指数 方程 中 的 常量 3，4，5 变 
量化 ， 且 使 这 些 变 量 的 关系 保持 一 个 常量 ， 即 az + 妇 - c=0 而 
提出 的 一 类 新 问题 。 从 常量 和 变量 的 相互 关系 中 提出 问题 是 从 数 
学 内 部 提出 问题 的 常用 方法 之 一 。 


2 由 相同 到 相 异 


在 方程 z* + y* = zx? 中， 有 元 数 、 次 数 和 系数 之 分 。 这 是 一 
个 三 元 二 次 不 定 方程 ， 每 个 元 前 面 的 系数 都 是 1， 若 其 中 有 的 元 
前 面 的 系数 不 是 1， 又 会 怎样 呢 ? 系数 不 一 样 ， 最 简单 的 情况 就 
是 讨论 不 定 方程 

a 

的 正 整数 解 的 问题 。 

怎样 求 该 方程 的 正 整 数 解 呢 ”我 们 首先 给 这 个 方程 正 整 数 解 
的 一 个 猜测 ， 然 后 给 出 证 明 。 此 方程 解 的 形式 我 们 可 仿照 系数 是 
一 样 情况 进行 如 下 猜测 : 

若 z=2mn， 那 么 y，z 的 形式 又 该 怎样 呢 ? 由 2z2+ y? = 
2(2mn)+y = 8m*n*+ yy 知 应 有 


y=2m’ -nn’, z=2m?+n? 


或 者 是 
y=m -2n, z= m+2n?, 


经 理论 证 明 ， 它 的 解 的 形式 正 是 这 样 ， 于 是 有 
定理 1.3.6 不 定 方 程 


27* ty = 2 (1) 
满足 

(zx,y)=1,x7>0,y>0,z>0,21r7 (2) 
的 全 部 正 整 数 解 可 表 为 


T=2my =12m -nl,z = 2m +n’, (3) 


其 中 mw， 为 整数 ，m >0，n >0，2+n， 且 满足 (m,n) = 1。 
(4) 
证 明 设 m，n 满足 (4), 将 (3) 代 入 (1)， 得 
2z2 + vy = 2(2mn) + (2m? 一 n2)? 
= (2m? + n’)?* = z’。 
显然 z>0，y >0，xz >0。 下 面 证 (x,y) = 1， 为 此 设 (xz,y) 
= d, 再 证 d=1。 由 (zx,y) = d, 我 人 有 4d12m -ndi2m? 
+ n2*, 于 是 可 推出 a12(2m?,n?), 而 (m,n)=1，2tn,， 故 d= 
1。 这 就 证 明了 由 (3)，(4) 给 出 的 z，y 为 (1) 满 足 (2) 的 解 。 
反之 ， 若 (1) 满 足 (2) 的 任 一 组 解 z+，y，z， 一 定 可 由 (3) 与 
(4) 表 出 。 事 实 上 ， 由 21z， 故 条 y，? 站 z， 由 于 (y+ zz 一 3)1 
2(y,z)， 而 (yz) = 1 ， 故 (+ zz 一 y) = 2， 从 而 


(9 +2)= 1 或 [2<= -yy]= 1。 由 (1), 得 


2 = 人 一 y) 或 z* = 二 (z+ | 


故 z+ y=4m’, 2tn,， z=2mn, 
m>0,n>0,(m,n)=1, 

或 2 =m’, z— y=4n:, 2tn, x=2mn, 
m>0, n>0, (m, n) =1, 

即 得 y=2m’—n’, x=2mn, z=2m?+n’, 
(m,n) = 1, m>0, n>0, 2m’>n’。 

或 y= nn -2m’:, r=2mn, z=2m? + n?, 


(m,n) = 1, m>0，n>0，n*>2m?*。( 证 完 ) 
讨论 了 (1) 之 后 ， 我 们 再 讨论 不 定 方程 
3z2+ y= 过 2 
的 正 整数 解 。 根 据 方程 (1) 解 的 形式 ， 我 们 猜想 该 方程 的 解 的 形 
式 为 
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T=2mn,y=|13m*—n?|, z=3m:+n?。 
我 们 可 仿照 上 面 的 证 明 过 程 ， 证 明 这 个 结论 是 对 的 ， 
在 证 明 过 程 中 应 用 了 3 是 素数 的 性 质 ， 因 此 我 们 可 猜想 ， 对 
于 一 般 的 素数 p， 不 定 方程 
jz2 + y= x? 
的 正 整数 解 具 有 如 下 形式 
T=2mn,y=i pm 一 7 1， z= pm + no 
经 理论 推 证 ， 正 是 这 样 ， 于 是 我 们 有 如 下 的 结论 。 
定理 1.3.7 不 定 方程 


| 


pr + y=z? (5) 
满足 p 是 奇 素数 ， 上 且 

(zy)=1z>0y>0z>021z (6) 
的 全 部 正 整数 解 可 表 为 

X=2mny =i pm nl,z= Pr2 二 12， (7) 


其 中 pm m >0,n>0, (m,n)=1, m,n 中 一 奇 一 偶 。 (8) 
证 明 设 m，n 满足 (8), 将 (7) 代 入 (5)， 得 
pr 十 六 = pl2mn)? 十 (pm? 二 n2)? 


2 


三 pm? 二 ”二 2。 
显然 工 >0，>>0，z>0，21zr。 下面 证 明 (z,y) = 1, 为 此 设 
(zx,y) = d, 再 证 d=1 即 可 。 于 是 有 4 | pm’ — n2),d | (pm? 
+ nn?), 从 而 推 知 4 | 2(pm*,n?)so 由 (m,n) = 1, 知 (m2, n2) = 
1, 所 以 ( pm?， 22 ) 一 (p, 22)。 

又 因为 ptn， 即 (p,n) = 1, 所 以 (p,n?)= 1 
故 2(pm’,n*) = 2, 
即 d=2。 
所 以 4d=1 或 2。 
因为 m,n 中 一 奇 一 偶 , 易 知 pm? - 22 是 奇数 ,而 d | (pm? 72)， 
所 以 d =1。 这 就 证 明了 (zx，y)=1。 

友之， 车 (5) 满 足 (6) 的 任 一 组 解 z+，y，x， 一 定 可 由 (7) 与 
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2 


(8) 表 示 出 来 。 由 2|x 和 (z，y)=1 知 六 >。 再 由 〈5) 知 2z。 
所 以 y+ z，y 一 z 都 是 偶数 。 从 而 推 知 (y+ z,z 一 y) 12(y,z) 


。 田 一 方面 ， 由 (5) 及 (xz ，y) =1 可 推 知 (y，z) =1。 
所 以 : (y+ z,z— y) = 2。 


于 是 有 (2 一 y)= 1 
或 (» i 
先 讨 论 (9) 式 。 由 (5)， 得 


十 
pz? ey 


2 


(9) 


(10) 


自 (< - y% 2 二) = 1 及 = 一 y 是 偶数 ， 知 > 是 奇数 ， 于 是 


[2 1, 


故 扒 知 (2(z - y))= 1。 


下 面 分 两 种 情况 讨论 。 
5 如 果 | 二 二 ， 刚 令 了 5 = ph， 
于 是 有 


zz =k.2(z- y)o 
由 [> 二 ,2(z - y) ) = 1, 扒 出 
(k,2(z — y)) 二 io 
进而 可 推 知 
k= m’,2(z— y) = (2n)’, 
取 m，n 同 号 ， 即 有 
z+y=2pm’, zx- y=2n’, 
z=m? (2n)*。 
由 (11) 解 出 z+，y，z， 得 


2 


T=2mn, y= pm —n’, z= pm’+n? 


(11) 
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显然 (m,n) = 1。 若 不 然 ， 就 会 由 (m,n) > 1 导出 (x,y) > 1, 
与 假设 矛盾 。 另 外 ， 有 pn。 若 不 然 ， 会 导出 pl (zx,y) = 1。 

因为 :之 = pm?， 而 和 这 是 奇数 ， 知 m 是 奇数 。 

又 由 ?外 xz，z= pm?+n? 知 是 偶数 。 

由 z+y=2pm”，z 一 y=2n? 可知 

y= pm’* -n>0。 

i) 如 果 pp12(z 一 y), 令 2(z 一 y) = pk (其 中 为 偶数 )。 
因为 pr? = 2 .2(z 一 3)， 
所 以 z2 = 了 
因为 ?sz-yj= 1 又 闻 是 奇数 ， 推出 


2 
a 1。 
所 以 (> 全 #)=1 于 是 推 知 


= (2m)?, 取 mx，n 同 号 。 
所 以 zx? 本 y+z=2rz2，z 一 >=2pm2。 
由 上 述 三 个 方程 可 解 出 zx，y，> 为 
T=2mn, y=n -pm’, z= pm’*+n’。 
类 似 i 的 讨论 ， 可 知 m，n 满足 (8) 式 。 
下 面 讨论 (10) 式 。 由 (5) 可 变形 为 
px” = 2(z+ y)-: SO 
分 两 种 情况 子 以 讨论 : 
i) 如 果 p12(z 十 yy), 令 2(z + y) = pk(k 为 偶数 )， 即 有 
3 
易 知 (&, = 本 了 ] = 1 ， 于 是 可 推 知 


”3 


本 (Om = 222, 取 m，n 同 号 。 
从 而 得 到 


z+y=2pm’, z— y=2n’, 
Xx’ =4m’n’。 
上 述 三 个 方程 联 立 ， 得 
z=2mn, y=pm’—n’, z= pm’+n’o 


显然 (m,n)= 1,m>0,n>0,ptn。 因为 了 是 奇数 ， 
Li 所 以 n 是 奇数 。 又 因为 (z， y)=1,， 即 


(2mn, pm* — 222) = 1, 
而 n 是 奇数 ， 故 推 知 m 必 为 偶数 。 
i) 当 户 1 二 7” 时， 类似 i) 可 证 。 
综 上 所 述 ， 知 不 定 方程 (5) 满 足 (6) 的 全 部 正 整 数 解 可 写成 如 
下 形式 : 
T=2mn,y=| pm -nl,z= pm*+ no 
其 中 mw>0，n>0，(m，n) =1，m，n 中 一 奇 一 偶 。( 证 完 ) 
在 (6) 式 中 有 2|z， 若 2 人 :+， 又 有 怎样 的 结论 呢 ?” 于 是 得 
到 如 下 定理 。 
定理 1.3.8 不 定 方程 (5) 
pri+ y= x? 


满足 p 是 奇 素数 ， 且 


(zy)=1zrz>0y>0,z>0,2 让 工 (12) 
的 全 部 正 整 数 解 可 写成 如 下 形式 : 
ne | 加 了 nz i Pet a a 


其 中 
m>0, n>0, (m, n) =1, 
Ptn，m 与 2 均 为 奇数 。 (14) 
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证 明 设立 ，2， 记 满足 (14) 式 ， 将 (13) 代 入 (5 )， 经 具体 
计算 知 z，y，z 为 (5) 的 整数 解 ， 且 满足 (12) 式 。 事 实 上， 由 
pm 一 n? 关 0 知 y>0。 显 然 有 r+ >0，xz >0，2+x。 下 面 再 证 
(zy) = 1 。 为 此 设 (zx,y) = 4， 于 是 有 

po 2 各 La 


所 以 4d 1 pm?,d | nm?, 因 而 4d | (pm?,nm?)。 又 因为 (mm?, n?) = |， 
(p,n7) = 1, 所 以 4 = 1, 即 (xz,y) = 1。 
反 过 来 ， 设 z，y，z 是 (5) 满 足 (12) 的 一 组 解 。 由 2 站 xz， 户 
是 奇 素数 ， 再 由 (5) 知 y，z 中 一 奇 一 偶 。 
易 知 (y+ zx,z 一 y)12(y,z), 而 (y,z) = 1, 所 以 (y+ z,z- 
y) = 2 ， 故 知 
(y+ z,z— y)=1 
或 (y+z, z-y) =2。 
但 y+z，z 一 y 均 为 奇数 ， 所 以 只 能 是 
(y+ z,z— y)= 1。 
因为 pr” = (y+ z)(z 一 y) ， 所 以 分 两 种 情况 讨论 : 
i) 如 果 p1l(y+z), 令 yt+z=pm*,， 则 xz-y=n*,， 取 m， 
n 同 号 。 我 们 有 x?*= m nn*。 解 下 述 的 方程 组 
|> 十 之 pm”, 
< 一 yy = n’, 
| 之 2 


XxX = mn’, 
了 号 
导 

2 

_ pm’—n” _ pm*+n 

X=mn, y= 2 Rr 2 o 


下 面 证 明 mm，n，p 满足 (14 ) 式 。 显 然 有 m >>0，n >0， 
又 (y+ zz-y)=1， 即 (pm’,n*) = 1， 由 此 推 知 (m,n) 
= 1。 又 知 站 ztz， 故 m，nn 均 为 奇数 。 易 知 zz。 

ii) 如 果 p| (zy), 令 z 一 y= zz， 则 y+ z= nn7， 取 m， 
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n 同 号 。 解 下 述 的 方程 组 


2 A pm”, 
<y+z= n2, 
区 m2n?, 


1 一 pm” _ pm’+n’ 
， 之 一 0 


得 X=mn, y= 

仿 前 面 讨论 知 mm，n，zp 满足 (14) 式 。 

综合 上 述 ， 知 定理 成 立 。( 证 完 ) 

上 述 不 定 方程 (5) 中 是 对 z 前 面 的 系数 作 了 限制 而 求 出 不 
定 方 程 的 正 整数 解 来 。 如 果 x 前 面 的 系数 p 不 是 奇 素数 ， 而 是 
一 般 的 任意 数 <， 怎 样 求 不 定 方程 的 整数 解 呢 ? 即 求 不 定 方程 

azrl:+ y= xz? (15) 

的 整数 解 。 

解 (15) 经 变形 ， 得 


2 
ax*=z 3 


即 az = (z+ y)(z — y)。 
设 a= MN, z+y=2Mu’, z -y= 2Nv， 则 MNz? 
=4MNw 2 oz, 即 
X= 4u vo 
由 此 ， 求 得 
| 
2 ed 
<y= 去 ( Mu — Nv’), (16) 


过 .三 去 (Me + Nv’), 

其 中 下 为 各 式 的 最 大 公 因 数 ，w 与 v 是 互 素 的 整数 ，MN = a。 
方程 (15) 中 的 a， 如果 能 写成 两 数 的 平方 差 的 形式 ， 即 a 

=M?-N?， 则 x，y，z 可 表示 成 另外 的 形式 。 设 < = M?- 

N:， 则 
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(17) 


站 
(M2 — NI)xi+ y= 22， 
即 (y+ Nr)(y— Nr) = (z+ Mzr)(z — Mr)。 
过 y+ Nr=u,y— Nr =9, 
令 
z+ Mz= h,z— Mzr = 了， 


则 有 ug = hvo 
由 (17 )， 得 


『 
> 
< 


之 三 


其 中 大 = Mu. 一 9) 十 Uo 


将 (20) 代 入 (18 )， 得 
_v (Mut Nyo) 
8 Nut+My 
将 上 式 代 入 〈20)， 得 
hp = Mu + Nv) 
Nu+ Mv 
将 g， 久 的 表达 式 代 入 (19)， 得 
sd 
2(Nu + Mv)’ 
_ Nu + 2Muv + No? 


© 


o 


> 2(Nu + Myv) 
Mu* + 2Nuv + Mu 
<“ 2Nu+ Mv) °° 
F 


. = Le wy 


特 去 (Nw + 2Muv + No2)， 


由 

部 

< 
| 


之 = 去 (Mu? + 2Nuv + Mv’), 


其 中 M2-N2=ao 
上 面 仅 讨论 了 一 个 元 的 系数 不 是 1 的 情况 


(18) 


(19) 


(20) 


(21) 


， 如 果 有 两 个 元 的 
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系数 不 是 1 的 情况 ， 其 不 定 方程 的 整数 解 又 怎样 去 求 呢 ?” 即 求 不 
定 方程 


QZ2 十 有 2 二 z? (22) 
的 整数 解 。 
解 设 a 是 一 个 非 平方 正 整 数 ， 且 方程 
X 一 ay = (23) 


有 正 整 数 解 存在 。 设 Xi，Yi 是 方程 (23) 的 一 组 正 整数 解 ， 则 
(22) 可 写 为 

az2 + (X? ~- aY?)y: = x2, 
经 变形 ， 得 

a(zT+ Yiy)(z — Yi1y) = (z + Xiy)(z — Xiy)o 
令 jz rz- Yiy=g, 
[z+ Xiy=h, z— Xiy= wv, 
则 有 ; 

aug = hvo 


仿照 上 述 的 方法 予以 推导 ， 求 得 
: = 寺 (aYiu? + 2X1uv + Y1vw’), 


1y = 去 (au - v2), (24) 


ba 去 (aXiu? + 2aYiuv + Xio2)， 


其 中 Xi1， Yi 是 方程 X*— az = ob 的 一 组 正 整 数 解 。 
车。 是 一 个 非 平方 整数 ， 且 方程 X? - bY? = a 存在 正 整数 
解 ， 设 其 解 为 Yili， 同样 可 求 得 


1 — v2), 


| 


(bYiu? + 2X1uv + Yiz2)， (25) 


E>] Lose > ee > 


(bX1u? + 2Y1uv 十 X1v? js 
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上 面 我 们 从 方程 中 的 系数 由 相同 到 不 同 而 提出 一 些 不 定 方程 
求解 问题 。 如 果 从 方程 zz+ y> = z? 中 的 指数 这 个 角度 来 考虑 也 
可 以 提出 一 些 新 的 问题 出 来 。 方 程 中 的 指数 都 是 2， 若 指数 不 全 
都 是 2， 又 会 怎样 呢 ? 比如 我 们 可 提出 求 不 定 方程 

玉生 人间 
的 正 整数 解 的 问题 。 关 于 这 一 问题 ， 我 们 在 后 面 将 专门 来 研究 。 
类 似 的 问题 还 可 以 提出 很 多 。 

在 一 些 含有 各 种 量 的 数学 问题 中 ， 由 于 量 之 间 的 相同 与 不 相 
同 ， 就 形成 了 可 能 是 不 同类 型 的 问题 。 当 我 们 考虑 了 其 中 一 种 类 
型 的 问题 之 后 ， 就 可 提出 其 他 类 型 的 问题 。 从 量 的 相同 到 不 同 可 
提出 新 问题 来 ， 反 过 来 ， 也 可 以 从 量 的 不 同 到 相同 提出 问题 来 。 
这 种 由 量 的 异同 提出 新 问题 的 方法 也 是 从 数学 内 部 提出 问题 的 重 
要 方法 之 一 。 

3. 由 多 到 少 ， 由 少 到 多 

不 定 方程 x?+ y = z? 有 三 个 未 知 元 ， 如 果 元 数 减少 为 两 
个 ， 比 如 令 z?=1， 这 时 方程 变 成 

XT + y=1o 
显然 ， 该 方程 恒 有 二 组 非 负 整 数 解 : 


r=1, y=0; 


+=0, y=1。 

上 述 方 程 中 的 两 个 元 的 系数 都 是 1， 如 果 其 中 一 个 元 的 系数 
不 是 1， 比 如 y 前 面 的 系数 为 b， 我 们 来 研究 方程 的 整数 解 ， 即 
求 不 定 方程 

xz +by’=1 
的 整数 解 。 该 方程 叫做 Pell 方程 。 

若 z+，y 是 上 述 方程 的 解 (为 了 叙述 简单 ， 以 下 所 谈 方 程 的 
解 ， 都 指 整数 解 )， 则 zx，- >y; -z+，y; -x，--y 这 三 组 数 也 
都 是 上 述 方程 之 解 ， 所 以 我 们 只 要 讨论 Pell 方程 的 非 负 解 就 够 


ec 从 到 Ry 3 2 


了 。 

当 5>0 时， 方程 只 有 二 =1， y=0 这 一 组 解 ， 所 以 又 只 要 
研究 为 负 整数 的 情况 。 

若 1 5b | 是 一 个 完全 平方 数 , 设 | 2 1= c2, 则 

Xi+by = rz- (cy = (rteoy)(r- cy)= 1 

即 (z+cy)1l(z-cy)11， 故 只 有 xz=1，cy=0， 即 有 一 组 非 
负 整 数 解 z=1，y=0。 

所 以 我 们 的 问题 又 归结 到 只 要 研究 <0， 且 |6 | 不 是 一 完全 
平方 数 的 情况 。 为 此 ， 设 5= -了 B， 有 下 面 结 论 。 

定理 1.3.9 设 B 是 一 个 正 整数 ， 且 不 是 一 个 完全 平方 数 ， 
则 方程 


rz:— By:=1 (1) 
有 无 限 多 组 整数 解 xz，y。 

设 zi~By=1，zo>0，yo>0 是 所 有 xz>0，y>0 的 解 
中 使 z + y VB 最 小 的 那 组 整数 解 ( 称 zo，y 为 (1) 的 基本 
解 )， 则 (1) 的 全 部 解 xz，y 可 写成 如 下 形式 : 

z+yVB =+(zro+ yo VB)", (2) 
其 中 ”是 任意 整数 。 

为 了 证 明 这 个 定理 ， 可 将 其 分 解 成 儿 个 基本 问题 。 如 果 基 本 
问题 解决 了 了， 那么 定理 也 就 容易 证 明了 。 这 些 基本 问题 ， 我 们 以 
引 理 形式 表 出 。 

引 理 1 设 9 是 无 理 数 ， 且 9 >1 是 任意 给 定 的 整数 。 设 工 
= zx 一 WB， 则 存在 整数 z，y， 使 得 


iLI<H,0<y<a. (3) 
证 设 y 取 0，1，2，…，g， 均 存在 整数 zx， 使 y0 志 x < 
30+1， 邑 
0 委 < 1。 


故 将 (zx;，y:)，i=1，2，-…，g+1 代入 LL 中 ,得 
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L;，i=1，2,，…，9g+1， 且 满足 0<L,<1,，i=1，2,…， 
q +1。 对 于 下 面 的 g 个 半 开 区 间 
a 
根据 抽 屋 原则， 至 少 有 一 个 区 间 落 于 两 个 上 的 值 ， 不 妨 设 
这 两 个 工 值 为 Li= zi 一 y10，L2= Xx; 一 y20，y1>y2， 故 有 
1 


= bl 
令 X=X1- zx, y=yy， 且 0<y 委 9， 
故 (3) 式 成 立 。 (证 完 ) 
推论 。 有 无 穷 多 对 整数 z，y， 适 合 不 等 式 
ER (4) 
证 由 (3) 知 ， 有 整数 Tis Vi 适合 (4 )。 取 整 数 di; 之 1 使 


1 1 
| 和 0 be 
di > Yi 


由 引 理 1 知 ， 存在 zx; ;1， yi+ly 适合 
0 
Ditl 
而 上 式 中 的 下 是 码 i 可 取 1，2，…， 于 是 有 
| xi- yO01>l Zz- y01>…, 
故 zi，yw，i=1，2，… 是 不 同 的 整数 对 ， 即 知 有 无 穷 多 对 整数 
Xi, Vis 适合 (4) 式 。 (证 完 ) 
引 理 2 设 B 不 是 平方 数 ，B>0， 则 存在 无 穷 多 对 整数 z， 
y， 使 得 
i z+ By IlI<1+2V3。 
证 在 (3) 中 取 0=vVB， 由 引 理 1 的 推论 知 ， 存 在 无 穷 多 对 
整数 zx，y>0， 使 得 下 式 成 立 


le (5) 


1 
| ZXi+l 一 yit10 [过 es 


又 有 


lxz+yHi=|lr-yw+2W IlIr-wI+2y 
< +2y YB。 (6) 
由 (5)x(6)， 得 
Ix? -p01 lr- By I<in+2B El+2VB, 
(证 完 ) 

引 理 3 设 B 不 是 平方 数 ，B >>0， 则 存在 整数 &, 0 <1 & 

iI<1+2VB， 使 得 
rz -By =k (7) 
有 无 穷 多 组 整数 解 z，y。 

证 绝对 值 小 于 1+2VB 的 整数 只 能 是 有 限 个 ， 根 据 引 理 2 
知 ， 存 在 整数 上 ， 且 |k 1< 1+2VB ， 使 得 (7) 有 无 穷 多 组 整数 
解 zx，y。 又 因 B 不 是 平方 数 ， 故 x? -By* 关 0,， 即 1 &|1> 0。 
(证 完 ) 

推论 。 设 B 不 是 平方 数 ，B>0， 则 存在 整数 &, 0<1k1< 
1 +2VB ,使 得 (7) 有 无 穷 多 组 整数 解 zx >0，y>0。 

现在 对 定理 1.3.9 进行 证 明 。 

先 证 明 (1) 式 至 少 有 一 组 解 <，y 关 0。 由 引 理 3 知 (7) 式 有 
无 穷 多 组 解 工 >0，y>0， 从 而 其 中 至 少 有 两 组 不 同 的 解 〈《zi， 
yi1) 天 (zyaz) ， 其 中 Xi, 2， VI, y2 皆 大 于 零 ， 且 满 足 如 下 
关系 : 


Zl = Xx2(mod | 1),y! = ys(mod | £1), (8) 
于 是 有 

(zi1- Byi)(zx? - By) = (zizx2 一 Byiy2)’ 

— B(xiy2 一 x2y1)” = k?。 (9) 
设 zlizz-Byiy= Xk，x1iy2 一 X2y1= Yk。 由 (9) 得 

X*— BY’*=1。 


下 面 证明 X，Y 是 整数 。 由 (8) 得 
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Xixz2 — Byiy2 x? —- Dy? = k=0(mod|k1), 
Z132 -~ X21 T2223 - Z232 = 0(mod i k 1), 


故 X，Y 是 整数 ， 且 Y 关 0。 如 车 不 然 ， 由 Y=0， 知 zx1y2 = 


a De 设 此 比值 为 :>0， 则 有 ri = zx2l，y1 = yzl。 
代入 (7) 得 

k= L(x2— Dyi) = Lko 
所 以 17=1， 故 zx1= xz2，y1= y2， 这 与 (zi, y1) 关 (x2, 狼 ) 相 矛 
盾 。 由 此 得 知 X，Y 是 (1) 的 一 组 解 ， 且 Y 关 0。 不 失 一 般 性 ， 
可 设立 >0，Y >0。 设 to，yo 是 (1) 的 基本 解 ， 则 满足 

z+yvB = (rzot+yovB)’,n>0 (10) 
的 z，y 是 (1) 的 解 。 记 =zxot+yoVB, E=zxo-yoVB。 因 
为 对 于 任意 给 定 的 整数 n>0， 有 EE=zx-yYB, xz?-yB= 
(EE)"=1， 故 给 出 (1) 的 一 组 解 zx >0，y>0。 又 因为 E>1， 
所 以 不 同 的 = 给 出 的 解 也 不 相同 。 于 是 (10) 给 出 (1) 的 无 穷 组 解 
工 >0，y>0。 反 之 ， (1 ) 的 任 一 组 解 zx >0，y >0 都 可 以 写成 
(10) 的 形式 。 如 若 不 然 ， 则 有 z + y YB > zo + yo VB， 必 存在 
某 个 整数 nx， 使 得 

Er <z+yVvB< Fn+l。 
上 式 两 端 同 乘 以 E*"， 得 

1< (z+yVB)E"<E, 
(x+ yVB)E* 是 属于 w+ wv VB 的 形式 , 显然 u,v 是 一 组 解 。 由 于 


u+ vB > (11) 
| 
故 0<v -vvVB i (12) 
由 (11) + (12),， 得 
2u>1+0=1, 


故 wu 之 0。 
由 (11) - (12),， 得 
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2v VB>1-1=0, 
故 v>0。 而 w+wvVB<E， 此 与 的 选择 发 生 矛 盾 。 这 就 证 明 
了 (1) 的 全 体 解 z>0，y>0 可 以 用 (10) 式 表示 出 来 。 
用 上 述 的 结果 ，(1) 的 全 体 解 x<0，y<0， 可 以 表示 为 


z+y/B= -FE", n>0, (13) 
(1) 的 全 体 解 x-<0，y >0， 可 表 为 

r+yVB=-E", n>0, (14) 
(1) 的 全 体 解 z>0，y<0， 可 表 为 

zt+y B=E-*, n>0, (15) 
(1) 的 平凡 解 z= +1，y =0， 可 表 为 

r+yvB=E'。 (16) 


由 (10)，(13)，(14)，(15)，(16) 知 ，(1) 的 全 体 解 z，y 可 写 
成 (2) 的 形式 。( 证 完 ) 

推论 ”对 于 任意 给 定 的 整数 n >0，(1) 存在 无 穷 多 组 解 z， 
y， 满 足 y=0 (modz )。 

定理 1.3.9 告诉 我 们 只 要 求 出 (1) 的 基本 解 , 则 其 全 部 解 也 就 
求 出 来 了 。 怎 样 求 (1) 的 基本 解 呢 ? 这 可 用 试验 的 方法 。 设 > = 
1,2,3,…, 直到 1+ By? 是 一 个 完全 平方 数 , 就 可 求 出 基本 解 。 

例 求 出 疡 -10 交 =1 的 全 部 整数 解 。 

解 ” 先 求 出 基本 解 zo。，yo。 

用 试验 的 方法 ， 设 y =1，2，3，…。 

当 y=1 时，1+10y*=11 关 x?。 

当 y=2 时 ，1+10y =41 关 zx?。 

当 y=3 时 ,1+10y*=91 关 zx?。 

当 y=4 时，1+10y =161 关 xz?。 

当 y=5 时 ，1+10y?=251 关 xz?。 

当 y=6 时 ，1+10y*=361=19?。 
所 以 x: 一 10y*=1 的 基本 解 为 zo=19，y=6。 

再 写 出 z，y 的 全 部 解 。 


本 


(1) 式 仅 含 两 个 元 ， 如 果 将 元 数 增 多 ， 也 可 提出 许 许多 多 的 
问题 ， 比 如 可 提出 如 下 的 问题 : 求 四 元 二 次 不 定 方 程 
zt+z2+z3+Zz=1 
的 非 负 整数 解 。 
显然 ， 此 方程 有 下 列 四 组 非 负 解 : 
Xi=1, zx;=0, x3=0, xs=0; 


zx1=0, zx2=1, x3=0, zx4=0; 


Xi1=0, z=0, x3=1, zx4=0; 
Xi1=0, zx2=0, x3=0, x4=1。 
一 个 数学 问题 中 含有 各 种 量 ， 由 于 量 的 数目 不 一 样 ， 往 往 就 
可 以 形成 不 同类 型 的 问题 。 因 此 ， 当 我 们 解决 其 中 一 种 类 型 的 问 
题 之 后 ， 就 可 从 问题 所 含量 的 数量 增 减 提出 问题 。 对 所 提出 的 问 
题 进 行 研 究 与 解决 ， 就 可 丰富 数学 的 内 容 。 以 量 的 增 减 提出 问题 
也 是 从 数学 内 部 提出 新 问题 的 方法 之 一 。 


4， 由 特殊 到 一 般 ， 由 一 般 到 特殊 


2 中 的 (22) 式 相对 于 不 定 方程 zx?* + y?* = zx? 是 一 般 形式 ， 但 

相对 于 
QZ 十 by = cw?, (1) 

又 是 一 个 当 c=1 时 的 特殊 情况 。 当 我 们 考虑 了 (22) 式 的 整数 
解 之 后 ， 由 特殊 到 一 般 就 可 提出 更 一 般 的 问题 ， 求 不 定 方程 (1) 
的 整数 解 。 

我 们 首先 研究 此 类 方程 有 整数 解 的 条 件 ， 然 后 给 出 求解 的 方 
法 。 

显然 ，(1 ) 有 平凡 解 z=0，y=0，z=0。 我 们 只 讨论 (1) 不 
全 为 零 的 解 ， 且 设 (x, y, =) = 1 。 我 们 再 假设 abc 关 0，a，。， 
c 全 是 无 平方 因子 的 整数 ，(a，5，c) =1。 进 一 步 我 们 可 假定 
(a,5) = (a,c) = (b,c) = 1。 如 苍 不 然 设 (a,65) = d, (a,c) 


一 、 源 远 流 长 J 


= e, (5b,c) = fo 由 (a,b,c) = 1, 可 得 (d,e) = (4d,f)= (e, 站 
= 1, 且 由 a，45，c 无 平方 因子 和 (1) 可 得 4 zyel 1 
于 是 ， 令 

a=deal, b=dfol, c=efeci, x+= fri, 

y= ey1, z= dzi1, 
代入 (1),， 得 

a1fxi+ biey? = cidz?, (2) 
其 中 (aif,b1e) = (aif,c1d) = (bie,cid)=1。 这 样 求 (1) 的 
解 化 为 求 系数 两 两 互 素 的 方程 (2) 的 解 。 不 失 一 般 性 ，(1) 还 可 进 
一 步 假定 a >0，5 >0，c>0。 

有 了 上 述 条 件 限定 之 后 ， 虽 然 研 究 的 方程 相对 于 (1) 来 说 是 
特殊 了 ， 但 所 得 到 的 结论 很 易 转 化 到 一 般 方程 (1) 上 来 。 下 面 我 
们 就 给 出 限定 条 件 方程 的 整数 解 的 判别 条 件 定理 。 

定理 1.3.10 不 定 方程 


ax? + by = cz? (3) 
的 系数 满足 条 件 

a>0,6>0,c>0,(a,b)= (a,c) = (b,c)= 1, 

a，8，< 都 无 平方 因子 (4) 


时 ， 则 (3) 有 一 组 不 全 为 零 的 整数 解 x，y，z， 且 有 (zy >z) = 
1 的 充分 必要 条 件 是 


0 
Ed 叫做 勒 让 德 (Legendre) 符号 ; 


(2)- | 1, 若 a 是 模 p 的 平方 剩余 ; 
p 一 1, 若 a 是 模 户 的 平方 非 剩 余 。 
假设 (a, m) = 1 ， 如 果 同 余 式 

xz? = a (modm) 


有 人 解 ， 则 a 叫做 模 m 的 平方 剩余 ， 否 则 叫做 模 m 的 平方 非 简 
余 。 
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证 设 满 足 条 件 (4) 的 (3) 有 一 组 解 xz，y，z 不 全 为 零 ， 且 
( 工 ， yy， z) = 1。 当 > 天 0 时 ， 分 下 面 几 种 情况 讨论 。 

i) 当 x=0，y=0 时 ， 这 种 情况 不 可 能 出 现 。 否 则 ， 因 a> 
0，8 >0，c>0， 必 推出 z=0， 这 与 z 关 0 的 假定 矛盾 。 

ii) 当 =0，y 关 0 时 ， 则 cl by* ， 因 为 (c,o) =1， 故 cl 
y 。 现 证 c= 1。 如 若 不 然 ， 设 c>1， 则 有 素数 p 1 c,p 1 y*, 推 
出 六 2 1 cz*。 因 c 无 平方 因子 ， 所 以 p 1 > 。 这 与 (z, y) = 工 矛 
盾 。 这 就 证 明了 c= 1。 于 是 有 -全 ]= i 

这) 当头 0，y = 二 0 时， 类 似 i) 可 证 。 


iv) 当 z 关 0，y 关 0 时 ， 由 ax?* + by? 三 0 (modc)， (aby’， 
c) =1, 得 


| 


类 似 地 ， 可 证 得 [= ()- 1 pat, 
现 证 充分 性 。 设 (3) 满 足 条 件 (4)， 且 (5) 成 工 。 
当 a=b=c=1l，(3) 显 然 有 不 全 为 零 的 解 。 下 面 讨 论 a， 
6，c 不 全 为 1 的 情况 。 由 (3) 取 模 c， 得 
ar + by? = 0(modc) (6) 
因 (一下) = 1 (a,c) = 1, 故 有 整数 使 得 如 = -ab 
(modc ); 有 整数 al， 使 aal 夺 1 (modc)。 于 是 由 (6 )， 得 
az + by — cz ar: + by = aa x + aiaby’ 
= — ky) = al(az - ky)(az + ky)(modc)。 
由 (3) 取 模 a， 
by* — cz*=0 (moda )。 (7) 
因为 (如) 1 和 (a,5) = 1， 故 存在 整数 S, 使 ?= b 


(moda ); 有 整数 5b,， 使 0 (moda )。 于 是 由 (7 )， 得 
ar* + by — cz by -cz 0160 yy -bl bcz’ 


= by — S222) = bi(by — Sz)(by — Sz)(moda), 
由 (3) 取 模 5， 得 
az2 - cz* = 0(modb )。 
因为 ( 参 j= 1 和 (a,5) = 1， 故 存在 1， 使 :二 ac(modb) 和 a 
使 aa; 二 1(modb)。 于 是 由 (8)， 得 


ar2+ pb ~ ce: = as(ar — tz)(ar + tz)(modb)。 
我 们 将 上 面 得 到 的 几 个 式 子 ， 用 统一 符号 记 ， 即 存在 


Li(x,y,2) = Lr + miy + niz, 


(8) 


Mi(zyyyz) = ur + viy + wiz, 


azxr* + by — cz = L(x,y,z)M,(z, y, 2) (moda;) 
i=1l, 2, 3, ail=a, a;=6b, a3=cCo 

由 孙子 定理 中， 存在 整数 /，m，n 和 ww，wv，w， 满 足 
l= li(moda),! = 1,(modb),! /13(modc); 
m 三 mi(moda), m = m(modb), m = m3a(modc); 
nn 三 ni(moda),n = n2(modb),n = ns(modc); 
& = ui(moda),u SE us(modb),u = ua(modc); 
v= wi(moda),v = v(modb),v = v(modc); 


w = wi(moda), w = w2(modb), w = wi(modc)。 


中 孙子 定理 设 n 之 2， ml M2 '', ma 是 两 两 互 素 的 正 整数 。 令 


mm 人 m= M= mM = mM;,= = mM,, 
则 同 余 组 
全 = ci(modm1), 
< 三 ca modm 2), 
| 一 cn( modm, ) 


有 且 只 有 解 
Xx 三 Miaict+ Mazazcz+… + MAarnt modM), 


其 中 Max 三 1(modmx), k=1, 2, …, no 
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令 L(x,y,z) = ltr+ my + nz, 
M(z,y,2) = ur + vy + wez, 
则 有 
azr®s+ by -cz 1L(zr,y,z)M(zr, yz)(mnodapc)。 
考虑 整数 组 成 的 三 元 有 序 集 
T=izyz)10 委 zz<wVvi0 雪 yy< wac， 
Oz<Vabl。 
由 条 件 (4) 知 ，Vab，V bc，V ca 中 至 少 有 一 个 无 理 数 ， 设 为 
Vca。 因 此 在 全 中 取 [Vca +1] 个 值 由 此 推出 工 中 元 素 的 
个 数 之 Vbc Vab(1+ [Vca]) > abc。 于 是 有 不 同 的 两 元 素 
(x1, Ys z1), (xz2, 2 22) ET, 使 
L(xzi, yi, 21) L(x, y2, 22) (modavbe )。 
因此 , L(zl - xz, y1 — Y2, 21 — £2) = 0(modabe)。 
设 1zli-xzl=xzly-ozal=y%1ilzl-xz 1=zx， 即 有 一 组 
不 全 为 零 的 整 解 ， 满 足 
az2+ py 一 cz2=0 (modapc)， 
且 0 委 z<vp，0 委 和 y<vc，0 委 z<wvacp。 


由 上 式 得 
-apgc<ar2+ py -cz2<2apc， 
故 得 
ar?+ py 一 cz2=0 (9) 
或 
ax: + by — cz= abco (10) 
由 〈10)， 得 


az2+ by = cz2+apc， 
即 ax?+ by = c(z? + ab)。 
方程 两 边 同 乘 以 z* + ap， 得 
(azrz +ay)(z2z+ap)= c(z + ab)’, 


经 变形 ， 得 
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alxrz + by) + b(y — ar)’ = c(z: + ab)。 
令 zz+by=X, yz -ar= Y, z+ab=Z#0o 
于 是 有 
aX+t+yY=cZo | 
因此 ， 由 (9) 或 (10) 给 出 (3) 的 一 组 不 全 为 零 的 解 ， 约 去 其 最 大 公 
因数 ， 就 得 到 (3) 的 一 组 满足 (zx, y, z) =1 的 解 。( 证 完 ) 
下 面 我 们 给 出 (1) 的 具体 解 的 形式 。 
若 方程 (1) 有 正 整 数 解 ， 设 为 (ro,yo,zo) ， 则 (1) 可 写 


2 2 
cz0 — Oy0 
ee zx:+ by = cx?o 
0 


经 变形 ， 得 


blzxzoy+ yoz)(zoy 一 yoz)=c(zroz+zoz)(zoz 一 


3 XoOyt+ Yoru, X00) YTT9, 


Xoz+ zorT=h, rxoz— Zor wv, 


则 有 
bug = chvuo 
解 上 述 方程 ， 得 
zx = bu- cv), 


F 

i 三 下 (bpoz2 + 2czouv + cyou2)， 
1 
F 


‘z= (bzou + 2byouv + czov’), 


其 中 (zo，yo，zo) 是 方程 ax? + by? = cz? 的 一 组 正 整 数 解 ，F 
是 各 式 的 最 大 公 因 数 。 
同 理 可 得 : 


工 = 二 (azroa2 十 2czouv + crov’), 


47 = 到 (az — cv’), ， 


1 
z= 去 (azoz + 2axouv + czov’), 


其 中 (zo, yo, zo) 是 (1) 的 一 组 正 整数 解 ， 下 是 各 式 的 最 大 公 因 
数 。 


(ayou’ — 2ayouv — byov’), 


之 三 去 (azou2 + 2byouv — boxov’), 
1 
<4y 一 a 


之 二 2 + bvu?), 
其 中 (zo，yo，zo) 是 (1) 的 一 组 正 整数 解 ，F 是 各 式 的 最 大 公 因 
数 。 

当 我 们 研究 了 一 般 方 程 (1) 之 后 ， 可 再 考虑 它 的 特殊 情况 。 
特别 当 cz?= -1，a=1，5= -了 B (B>0) 时 ， 求 不 定 方程 

2 一 了 B= 一 1 (11) 

的 整数 解 。 

当 B=1 时 ，(11) 显 然 无 整数 解 。 当 B=4 时 ，(11) 亦 无 
解 。1，4 都 是 平方 数 ， 一 般 地 ， 当 B 是 平方 数 时 ，(11) 都 无 整 
数 解 。 进 一 步 我 们 知 ， 当 B = 4k(k = 1,2,3,…) 时 ，(11) 亦 无 
整数 解 。 当 B= 5 时，(11) 有 整数 解 y= +1，xz= +2; 当 B= 
13 时 ， 有 y= 土 5,，x= 土 18; 当 B=17 时 ， 有 y= +15, z= 
62。 一般 地 ， 我 们 猜想 当 B 寺 1 (mod4) 时 ，(11) 有 整数 解 z， 
y。 经 证 明 这 一 猜想 是 对 的 。 

当 B 不 满足 上 述 条 件 时 ， 是 否 (11) 都 没有 整数 解 呢 ? 答 
案 是 否定 的 。 下 面 我 们 给 出 无 整数 解 的 条 件 。 

定理 1.3.11 设 B=2p， 当 zp 是 一 个 素数 ，2p= + 52， 
r 寺 十 3 (mod8)，s 志 +3 (mod8)， 则 方程 (11) 无 整数 解 。 
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经 过 上 面 的 探索 之 后 ， 进 一 步 我 们 要 问 : (〈11 ) 如 果 有 解 ， 
是 否 也 是 无 穷 多 组 解 呢 ? 我 们 可 采取 如 下 方法 进行 推测 。 
由 于 (11) 在 形式 上 与 我 们 已 经 研究 的 不 定 方程 x* -By*= 1 
只 在 等 式 左边 差 了 一 个 符号 “-”, 因此 使 我 们 想到 如 果 将 (11) 两 
边 平方 ,得 
(xz: — By’)* = (- 1), 
经 变形 ， 得 
(z+yyB)zCz-yvB)2 = 1。 
如 果 设 (zt+yvB) = w+ wvYB, 则 由 
& = xz:+ By’,v = 2zxy, 得 
(rz —- yvB)*= w— wyB, 
故 wu? -wyB = lo 由 此 得 知 , 若 z,y 是 zz - By =-1 的 一 
组 解 , 则 ,wv 是 zx? 一 By = 1 的 一 组 解 , 这 样 一 来 ,(11) 的 解 可 通 
过 wu? 一 Bo = 1 求 出 来 ,由 于 wu? 一 Bo = 1 有 无 穷 多 组 解 , 因此 
我 们 猜想 (11) 如 果 有 人 解 , 也 一 定 有 无 穷 多 组 解 ,经 推 证 我 们 有 如 
下 结果 。 
定理 1.3.12 设 B 是 一 个 正 整 数 旦 不 是 一 个 完全 平方 数 ， 
如 果 (11) 有 整数 解 , 且 设 z; > 0, yi > 0 是 满足 方程 zi - By? 
- -1 的 所 有 zx > 0, y > 0 的 整数 解 中 使 < + yVB 最 小 的 那 组 解 
(zu yi 叫做 (11) 的 基本 解 ), 则 (11) 的 全 部 整数 解 rz, y 可 写成 如 
下 形式 : 


rt+yyB =+ (zi1+ y vB)"!, (12) 
其 中 x 是 任意 整数 ， 且 
zot+y VB= (r+y vB), (13) 


其 中 xzo，y 是 方程 zx? - By =1 的 基本 解 。 
证 明 设 (z1t+yvB)?=wt+wVB, 则 
(z1-yVB) = w -wvVB, 于 是 
zx — Bv? = (u + vB)(wu - v YB) 
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= (zi+yVB) zl 一 yy vB) 
= (xi — By)* = (-1) = 1。 
因此 w，w 是 方程 

rz*- By=1 
的 一 组 解 。 下 面 证 明 (13) 给 出 了 上 述 方程 的 基本 解 。 如 若 不 然 ， 
则 有 另 一 基本 解 z。， yo， 使 

l<zxzot+y VB<(r+y vB), 
将 上 述 不 等 式 中 均 乘 上 - zli+ y, VB， 即 
-Xz1tyVB<(ro+t+y vB)(- rit+y vB) 

< (zt+yvB)(- zt+y vB) 


即 ~zityVB<(ro+t+y VB)(- ri+yvB) 
<zrityvB。 (14) 

设 (zo+yoVB) (-zityvVB) =zx +yYB， 则 

= 一 zozit+ yoyB，y = zoy1- yozio。 因此 


z 一 By = (- zorit+ yyB)— 了 B(zoyl - y0z1) 
= zxi(zxi — By?) + BCBy - xz?) 
= (zi- Byi)(x? - By) = 1x(-1)=-1 
于 是 (14) 可 写 为 
0<—-xzityvVB<r +y VB<zri+y VB,y x0 
(15) 
因为 zBy?=-1, 故 xz +y VB 六 1。 
如 果 1<x +yVB， 则 有 
1<z +y VB<zxi+yvVB。 


而 zx +y VB = 一 + 一 ,所 以 有 
二 这 B 


+ wy VB 
0<—-x +y VB<1, 
由 1+0<x’ +yVB+ (一 +yVB)， 


即 1<2yVB， 
知 y >0。 
由 r+y /BB-(-r +y VB)>1-1, 
即 2zx >0, 
知 Zz >0。 此 与 zx?9+ yi YB 的 定义 牙 盾 。 
如 果 x + y YB < 1, 则 由 (15) 知 ， 有 
1<-zxr +y MB<z+yvB, 
和 0<zx +yvB<1。 
由 -xz +yB+tzr+y/B>1+0, 
知 y >0; 由 -zx +y YB-(z +y vB)>1-1, 
知 Z < 0 而 (-z 六- By = -1， 
这 与 x1+ yi VB 的 选择 发 生 矛 盾 。 
由 以 上 证 明 ， 得 知 (13) 式 成 立 。 
对 于 任意 整数 n, (12) 式 给 出 的 zx, y, 显然 是 (11) 式 的 解 。 反 
过 来 , 设 zx, y 是 (11) 的 任 一 组 解 , 令 
(z+yVB)(- rz1+y VB)= r+y YB。 (16) 
则 由 z= 一 xizt+yyB,，y = 一 ziy+y1zt， 知 
(xz ~- yVB)(- xz- yVB)=x -yy VB。 
于 是 (x + y VB)(x — y’ VB) = (x + ywvB)(- zi 十 yivB) S 
(xz — yB)(- zi - yiVB), 


即 Z2 一 By =1。 
故 知 。 zx ，y 是 不 定 方程 
zx-By=1 


的 一 组 解 。 于 是 由 定理 1.3.9 知 ，x ，y 可 写成 如 下 形式 : 
x +y VB =+(r0+ ywB)", 
其 中 ”为 整数 。 (17) 
由 (16), (17) 知 ， 
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(z+yVB)(- zi+ yy vB) =+ (ro0+ yo vB)", 
(18) 
再 由 (13), (18) 知 
(z+yVB)(- zity vB)= + (rit yr vB)’”, 
即 xX+y/B =+(zr+ y VB)"), 
其 中 ”为 任意 整数 。 (证 完 ) 

上 述 的 方程 zx? 一 By’ =1，xz2 一 By’ = -1， 均 是 特殊 的 二 元 
二 次 方程 。 我 们 解决 特殊 方程 x? - By = - 1， 通 过 问题 转换 ， 
变 到 已 解决 的 特殊 二 元 二 次 方程 zx: - By? =1 上 来 。 通 过 “ 特 
殊 ” 解 决 “特殊 "， 这 是 我 们 解决 不 定 方程 zz- By = -1 的 一 
个 基本 思想 方法 。 

当 解 决 这 两 个 特殊 的 二 元 二 次 不 定 方程 之 后 ， 很 自然 地 ， 由 
特殊 到 一 般 ， 提 出 一 般 的 二 元 二 次 不 定 方程 的 整数 解 问题 。 特 殊 
的 二 元 二 次 不 定 方程 ， 我 们 已 经 知道 ， 如 果 它 有 解 ， 一 定 有 无 穷 
多 组 解 。 一 般 寅 于 特殊 ， 可 猜想 : 对 于 一 般 的 二 元 二 次 不 定 方 
程 ， 如 果 它 有 解 ， 一 定 也 有 无 穷 多 组 解 。 经 过 证 明 ， 这 一 猜想 是 
正确 的 。 怎 样 证 明 这 一 结果 呢 ? 把 一 般 归 结 到 特殊 ， 通 过 特殊 解 
决 一 般 。 这 是 解决 一 般 的 二 元 二 次 不 定 方程 有 无 穷 多 组 解 的 基本 
思想 方法 ， 下 面 就 来 叙述 这 一 结果 。 

定理 1.3.13 如 果 满 足 如 下 条 件 : 

i) DD=6b? 一 4ac >0，D 不 是 一 个 平方 数 ， 

ii) A=4acf + bde -ae 一 cd -用 2? 夭 0， 

iii) 不 定 方程 

f(x,y) = az + bryt+ cy + drt+ eyt+f = 0, (19) 

有 一 组 整数 解 zo。， yo， 

则 (19) 有 无 穷 多 组 整数 解 ， 
证 明 (19) xD?,， 得 
aD? 工 2 + pD2zyl + cD’y: + CD2z + eD’y + fD? = 0。 
(20) 
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令 Dr=z+2cd-pDy=y+2ae- bdo (21) 
代入 (20) 式 ， 得 
azZ +2cd -be) + 6b(x +2cd -se)(y +2ae ~ bd) 
+c(y +2ae - bd)* + dD(x +2cg — be) 
+ eD(y +2ae -~ bd)+ fpD*=0 
即 axr ?+bry -cy? -DA = 0。 (22) 
由 于 也 不 是 一 平方 数 ， 所 以 < 天 0， 不 失 一 般 性 ， 可 设 a> 
0。(22) x4a， 得 
(2az + by’) - Dy” = 4aDA, (23) 
六 = 2ar +by,Y = y ,再 由 (21), 得 
X = 2aDzr + bDy + CD， 
Y= Dy—2ae + bdo 
又 令 p=2aD, g= 6D, r= adD, s=D, t= —2ae + bd, 


心 


X= prt+gqy+r, 


(24) 
Y= y+ 1 
再 令 4aDA = M 关 0, 代 入 (23), 得 
X*— DY = M。 (25) 
a r = Xo, 
pzxo + 9yo 十 0 (26) 


syo+t = Yoo 

Xo, Yo 是 (25) 的 一 组 解 。 
因为 ps > 0, 由 定理 1.3.9 的 推论 知 ,对 于 ps, 存在 无 穷 多 个 

Zz 一 Dy* = 1 的 解 x + v YD, 使 得 二 0(modps)。 故 有 wu? 三 
1(modps), 且 可 进一步 假定 x 三 1(modps)。 因为 , 如 果 w 关 
1(modps), 则 可 取 

ut vi VD= (ut+v VD) = w+ wv D+2uw VD, 
于 是 有 


ul = uu + wD = 1(modps), 
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v1 = 2uv = 0(modps)。 
故 由 x? - Dy = 1 的 无 穷 多 组 解 w+ wv VD, 得 出 (25) 无 穷 多 组 解 


X+ YD= (Xo+ YovD)(u + vvD), 
u 1(modps),v = 0(modp;s), (27) 
X= Xou t+ YovD,Y = Xov + Youo。 
由 (24) 和 (27) ， 得 
Xou + YovD = pr+gqyt+r, 
(28) 
Xovu+ You = sy+ to 
对 (28) 取 模 ps， 得 
Xo pr + gy + r(modps), 
Yo sy + t(modps)o 
把 (26) 代入 上 式 ， 得 
p(x — xo) + gq(y — y0) = 0(modps), 
s(y - yo) = 0(modps)。 


~ 


导 


于 是 ， 


—~~ 


T= Xot+ smi—- am, 
y= y+ mpo 
这 就 是 说 ， 我 们 从 (25) 的 无 穷 多 个 整数 解 (27), 通过 (28) 得 出 
(19) 的 无 穷 多 个 整数 解 zx, yo( 证 完 ) 
从 上 面 的 证 明 过 程 我 们 可 以 看 出 ， 要 证 明 一 般 的 (19) 式 , 通 
过 等 式 变形 得 (20) 式 , 再 通过 (21) 的 变量 替换 , 归结 到 它 的 特殊 
的 (22) 式 。 继 续 等 式 变形 , 变量 替换 , 又 归结 到 它 的 更 特殊 的 (25) 
式 。 进 一 步 归 结 到 它 的 更 特殊 的 Pell 方程 .而 该 方程 我 们 已 经 解决 
了 。 从 而 一 般 型 的 不 定 方程 的 整数 解 的 问题 也 就 解决 了 。 这 是 我 们 
解决 一 般 型 问题 的 常用 思想 方法 。 
方程 zz+ 内 = zx? 是 一 个 二 次 方程 ， 一 般 地 ，n 次 方程 是 否 
有 整数 解 ? 这 个 问题 ， 我 们 将 在 下 一 节 详 细 谈 。 
方程 区 2 十 y 二 之 经 变形 得 


一 、 源 远 流 长 2 Ey 


x:+ y 一 zx? = 0。 
方程 x*- By? = 1， 经 变形 ， 得 

xz*—- By—1= 0。 
方程 z+ y* = z?， 经 变形 ， 得 

Xi+y—-z: = 0。 

上 面 等 式 左边 的 表达 式 都 是 一 些 特 殊 的 整 系数 多 项 式 。 更 一 
般 地 ， 设 f(z1, +2,…, za) 是 任 给 的 具有 整 系数 的 多 项 式 , 考虑 
不 定 方程 f( x1, x2，,…, x) = 0 的 整数 解 的 问题 ,就 是 德国 数学 家 
希 尔 伯 特 (Hilbert, D.1862 一 1948) 于 1900 年 提出 的 23 个 著名 间 ， 
题 中 的 第 10 题 ,具体 表述 如 下 : 

f(z1i, x2，"…, xn) 是 任 给 的 具有 整 系数 的 多 项 式 ， 试 设计 一 
种 方法 ， 根 据 这 种 方法 可 以 通过 有 限 步 运算 来 判别 不 定 方程 

zz2 "Tn) = 0 
是 否 有 有 理 整 数 解 。 


利用 初等 数论 和 数理 逻辑 的 方法 ， 给 出 这 个 问题 的 否定 回 
答 


但 是 对 于 某 些 特殊 类 型 的 不 定 方 程 ， 存 在 一 个 有 有 限 步 运算 
的 方法 ， 来 决定 这 些 方 程 是 否 有 有 理 整 数 解 。 

对 于 一 个 较 大 范围 不 成 立 的 结论 ， 我 们 可 以 缩小 范围 ， 在 一 
个 小 的 范围 再 探索 结论 是 否 成 立 。 这 也 是 我 们 思考 问题 的 一 种 常 
规模 式 。 

由 特殊 到 一 般 ， 由 一 般 到 特殊 ， 这 是 人 类 认识 事物 的 两 个 基 
本 认识 过 程 。 人 们 对 数学 的 认识 也 遵循 着 这 一 规律 。 人 们 把 这 种 
基本 认识 过 程 用 来 发 现 数学 问题 ， 提 出 数学 猜想 ， 解 决 数学 猜 
想 ， 就 形成 了 数学 中 的 两 个 重要 的 思维 原则 : 由 特殊 到 一 般 与 由 
一 般 到 特殊 。 在 一 定 条 件 下 ， 特 殊 可 以 转化 为 一 般 ， 一 般 也 可 以 
转化 为 特殊 。 利 用 这 种 转化 ， 就 形成 了 数学 中 的 两 个 基本 方法 : 
一 般 化 和 特殊 化 。 这 是 提出 数学 狂想、 解决 数学 猜想 的 两 个 重要 
的 方法 ， 也 是 数学 中 最 常用 的 方法 之 一 。 
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5， 由 形 到 数 ， 由 数 到 形 


不 定 方程 z*+ y= xz? 的 正 整 数 解 的 问题 是 从 几何 问题 勾 股 
定理 提出 的 ， 这 是 由 “ 形 ” 到 “ 数 ” 提 出 的 问题 。 我 们 也 可 以 由 
“ 数 ” 到 “ 形 ” 提 出 问题 。 

我 们 对 方程 

和 2 十 入 4 


进行 变形 ， 方 程 两 边 同 除 以 =z?， 得 


Es 


WE 则 在 (二) 所 讨论 的 问题 ， 就 变 成 


2 


ur?+v=1 
上 的 有 理 点 (其 坐标 为 有 理 数 的 点 称 为 有 理 点 )。 因 此 (二 ) 中 的 定 
理 1.2.1 就 等 价 于 : 


单位 贺 上 有 无 穷 多 个 有 理 点 
DE 2mn _m:-n? 
m+ nn? m+ n2™ 


我 们 知道 圆 是 二 次 曲线 的 特殊 情况 ， 既 然 圆 周 上 有 无 穷 多 个 
有 理 点 ， 那 么 我 们 可 提出 如 下 的 猜想 : 
任意 二 次 曲线 上 有 无 穷 多 个 有 理 点 。 
这 个 猜想 是 不 成 立 的 。 为 了 否定 这 一 狂想， 我们 只 要 举 一 反 
例 即 可 。 例 如 ， 双 曲线 
u*— 3v*=2 (1) 
上 并 没有 有 理 点 。 如 若 不 然 ， 设 


u = ,v= ed = 1, 


则 (1) 变形 为 求 
工 2 一 3y? = 2z? (2) 


一 、 源 远 流 长 


ke 


之 整数 解 的 问题 。 
取 3 为 模 ， 则 
2 三 2z2(mod3)。 
由 此 可 得 31z,31zo。 由 (2) 知 31y, 这 与 (z,y,z)=1 政 盾 。 
故 (2) 式 没有 整数 解 , 也 即 (1) 没有 有 理 点 。 
如 果 再 加 些 限 制 条 件 ， 则 有 下 面 结果 。 
定理 1.3.14 在 非 直线 的 有 理 系 数 的 二 次 曲线 上 如 有 一 有 
理 点 ， 则 有 无 穷 个 有 理 点 。 
证 不 妨 假定 二 次 曲线 所 经 过 的 有 理 点 为 坐标 原点 ， 不 然 只 
要 作 一 次 平移 即 可 ， 所 给 的 二 次 曲线 可 表 为 
folu,v) + filu,v)=0 
其 中 户 (wu，wv) 为 关于 wu，wv 的 二 次 齐 次 式 ， 让 《wu，v) 为 关 
于 wx，wv 的 一 次 齐 次 式 。f，(u，v)， 有 (uu，v) 均 不 恒 等 于 
零 、 这 是 因为 若 f。(u，wv) =0， 则 原 曲 线 为 一 直线 ， 若 有 
(uw，v) =0， 则 原 二 次 曲线 为 两 条 直线 ， 这 与 题 设 不 符 。 
令 v= wu, 则 
ufs(l,w) + fi(1,w) = 0， 


就 得 
fw) wfill,w) 
a fo) fel1,w) 
故 有 无 穷 多 个 有 理 点 。 (证 完 ) 


定理 1.3.15 设 A，B，C 为 不 全 为 零 的 有 理 数 ， 若 B? - 
4AC 为 一 平方 数 ， 则 二 次 曲线 


Au2*+ Buv+ Cvr+Dut+Ev+F=0 (3) 
上 有 无 穷 个 有 理 点 。 
证 明 令 B-44C=A ， 则 
B ¥ CB 
eis al ee 
后 了 _A B 
= A (n+ za? 0 
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若 4 天 0， 令 
uw = 人 a 
A 2A 
解 出 uw，v， 代 入 (3) 式 ， 得 
Auv +Dw +Ev +F = 0。 
解 出 x ， 得 


也 ， 


本 Ev +F’ 
Av +D’° 
显然 (3) 有 无 穷 个 有 理 点 。 
若 A=0, 令 


Es 
u 


则 得 
Au*+Du +Ev+F’ = 0。 
当 E' 关 0 时 ， 则 
Auv2 + Du t+F 
FE 5 


故 有 无 穷 多 个 有 理 点 。 
若 忆 =0， 则 原 曲线 不 是 二 次 曲线 ， 故 不 符合 题 设 。 从 而 定理 得 
证 。 (证 完 ) 

如 果 把 勾 股 定理 作为 欧 氏 空间 来 考虑 ， 那 么 勾 股 定理 只 是 作 
为 维 欧 氏 空间 中 当 n =2 时 的 特殊 关系 式 。 在 三 维 欧 氏 空间 
中 ， 直 楼 锥 的 斜面 面积 记 为 S$， 三 个 直角 面 面 积 记 为 S,，S，， 
S3， 则 有 等 式 S? = S?+ S3+ S35。 一 般 地 ， 在 n 维 欧 氏 空间 中 ， 
有 类 似 于 三 维 欧 氏 空间 中 的 直 棱 锥 。 由 一 点 O 出 发 的 两 两 正 交 
的 n 个 向 量 O41，OA2，…，0OA7 得 到 图 形 OA1A… A, 叫做 
维 直 n 棱锥 。 在 其 各 个 面 中 ， 面 A1A,… A, 叫做 斜面 并 用 S 
表示 其 面积 ， 其 余 的 各 面 叫 做 直角 面 ， 把 不 含 OA, 楼 的 直角 面 
记 作 S:， 则 有 


S? = S Sio 
i=1 


一 、 源 远 流 长 2 Si 


我 们 用 格拉 斯 曼 代数 证 明 这 一 等 式 。 

证 记 O4: = ailal= a,1i = 1,2,.…,n, 
当 ;i 天) 时 ,有 (aai) = 0o 记 A= alhasA…Aa,, 则 有 (4;,4;) 
= [(n—-1)lS] idA= (a -a)A(a3 -ai)4…A(a - a1), 
则 有 (3,4) = [(n -1)1S]。 
由 于 


(al， a1) (ai, a2) (al ai_1)(a1, ai+1) (al， an) 
(az, a1) (a,, a2) "(a,, ai_1) (a2, Qi+1) (aa an) 
(ail， CQ1)(ai-1， a2)…(ai li Qi-1)(ai-1, ait1) 
(Ai, A;) 3 (ai_1, an) 

(ai+1, ai) (aitl, a2) (ai ai-1)(ai+1 ait1) 


(airls an) 


(as a1) ans 402)" (an ai1)(ans at "Cans an) 


ai 


2 
Qitl 


sh 


Le 2 

(4,4) = 
(az -aa 一 aaz 一 aa 一 aa 一 aan 一 ai) 
(aa -ay az -al1)(aa 一 ad 一 da1) (aq 一 aa 一 ai) 


《an 一 QQ2 一 al)(a， 全 a1)(as 一 GD (an 一 Ciy Cn 一 a1) 
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ll 

[ES] 
Ne 

SN 
[Ld 

[SN] 
NS 

Te 


所 以 (4, 1) = 之 (2;,，4;)， 从 而 有 


67 和 3 S75( 证 党 ) 
i=1 
[ 注 】 记 R 是 实数 域 ，a，5，c，… 是 R 中 的 元 素 。L 是 R 上 + 维 向 量 空间 ，a，p， 
7Y，… 是 工 中 的 元 素 。 
令 AL= R, AiL=L,o 
现 由 a，BEL 及 aER， 作 新 元 素 ， 记 为 c (aAB)， 且 满足 下 列 条 件 : 
i)(aial + a202) AB = ai(a1hB) + az(azA4p)， 
i)aAB = - BAa。 
形 如 aj(ajhp;) 的 和 3a;(aAp;) 的 全 体 记 为 A2L ,在 A2L 中 ,定义 加 法 ;3a,(aAP.) 
与 20j(aj, B) 之 和 为 Za,(a;AB;) + 26;(Qj,B); 定 义 乘法 ;aXai(ai, Bi) = Zaa,(a;, Bi)。 
一 般 地 ， 对 于 2 委 & 上 魏 2， 形 如 Ea (a1ha2h…Ahay) 的 全 体 记 为 A 红 ， 且 满足 下 
列 条 件 : 
i) (aa + 68)4a2A…Aak 
= a(aAasA' Aa) +B(0RAa A Aas); 
ii) 车 ij，aj=aj， 则 a1hashA… Aas=0; 
ii) 车 交换 任何 两 个 a;,， 则 ajAasA… Aay 改变 符号 。 
与 A?L 类 似 ， 定 义 加 法 与 数 乘 ， 易 验证 A 红 是 一 个 向 量 空间 ， 叫 做 一 向 量 空 
间 ， 其 中 的 元 素 叫 做 上 一 向 量 。 
当 素 >> 时，A 红 =0， 
现 令 G= AILUAILU A?LU…， 那 么 G 是 实数 域 上 的 向 量 空 间 。 
在 G 中 定义 乘法 4: 
(aihasd Aas) A (Q814824…4p。) 
= aiAayh' MashB1AB2 A ABso 
于 是 得 到 一 个 实数 域 上 的 代数 ， 称 为 格拉 斯 曼 代数 。 
由 上 述 可 知 ， 关 系 式 cz2+ 22= cz 是 从 二 维 空间 中 的 直角 三 


角形 概括 出 来 的 ， 我 们 从 它 的 几何 来 源 这 一 角度 扩展 开 来 ， 很 自 
然 地 ， 和 猜想 在 三 维 空间 中 的 直角 楼 锥 也 有 类 似 关系 式 ，S? = S? 
+ S3+ S3， 进 一 步 猜想 : 在 n 维 空间 中 的 直 棱锥 有 关系 式 S? 
= 沁 59。 要 证 明 这 一 般 关系 式 ， 我 们 不 能 像 在 二 维 空间 、 三 维 
空间 那样 ， 利 用 几何 方法 ， 而 是 采用 代数 方法 。 当 我 们 把 形 的 关 
系 式 a? + bY=c? 转化 到 数 的 关系 式 z? + y? = z?， 从 不 定 方程 的 
角度 出 发 ， 又 提出 了 许 许多 多 的 问题 与 猜想 。 由 此 看 来 ， 数 学 问 
题 的 提出 与 解决 ， 有 的 从 “ 形 ” 的 角度 较 容易 ， 也 有 的 则 从 
“ 数 ”的 角度 较 方便 。 数 与 形 在 一 定 的 条 件 可 以 转化 ， 我 们 利用 
数 与 形 这 种 相互 转化 ， 可 以 提出 猜想 ， 解 决 猜想 。 


6， 从 数 的 性 质 提 出 问题 


在 直角 三 角形 中 取 特 定 的 边 3，4，5， 则 这 三 个 连续 的 整数 
有 等 式 
32+42 = 5S。 (1) 
从 整数 的 连续 性 这 一 角度 扩展 开 来 ， 我 们 可 推 知 有 如 下 等 
式 。 
(1) 中 的 等 号 左边 是 两 项 ， 右 边 是 一 项 ， 如 果 在 等 号 两 边 各 
增加 一 项 ， 我 们 可 找到 五 个 连续 整数 ， 有 


102 + 112 + 122 = 132 + 14?。 (2) 
在 (2) 中 等 号 两 边 再 各 增加 一 项 ， 可 找到 七 个 连续 整数 ， 有 
212 + 222 +232 +242 = 252 + 262 + 272。 (3) 


我 们 将 (1)、(2)、(3) 改写 为 
(2X12+1)+(2x12+1T+1)2 
= (2x1*+2x1+1); 
(2x22+2) +(2x22+2+1)2+(2x22+2 
+2) = (2x22+2x2+1)+(2x22+2x2+2);. 
(2x32+3) +(2x32+3+1)2+(2x32+3 
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+2)*+(2x3+3+3) = (2x3+2x3+1) 
+ (2x3+2x3+2)+(2x3:*+2x3+3)。 
一 般 地 ， 我 们 猜想 ， 有 
(2712 + n) + (2n t+ n+t+1) + + (2n: +2n)? 
= (2n* +2n+1) + + (2n? + 3n)。 (4) 
要 证 明 这 一 猜想 成 立 ， 只 要 证 明 下 面 等 式 
(2722 + n)* = [(2n: +2n+1)—- (2n?+n +1)2] 
+ [(2n? + 2n +2)* — (2n2 +1n+2)]+ 
+ [(2n?2 + 3n)? — (2n? +22)2]。 即 可 。 
而 上 面 等 式 右 边 =n [ (2n2*+2n+1) + (2n2+n+1)] 
tn [ (2n2*+2n+2) + (2n2+n+2)] + 
t+n [ (2n*+3n) + (2n?+2n)] 
=n [4n3+2n:*+n2+2 (1+2+.…+n)] 


(ta T=n [4n3+3n2+n? 


二 n [4n3s+3n?2+2x 
+n] 
=n [4n3+4n:*+n] = (2n?:+n)?。 
所 以 “右边 = 左边 。 从 而 猜想 成 立 。 
我 们 在 (1) 中 , 等 号 左边 与 右边 的 项 数 同时 变动 , 而 其 乘 需 的 
次 数 保持 不 变 , 由 连续 整数 这 一 特点 , 而 提出 猜想 (4 )。 如 果 (1) 中 
等 号 右边 的 项 不 变 , 只 变动 等 式 左边 的 项 , 且 乘 苦 的 次 数 也 变动 ， 
这 时 可 推出 如 下 的 猜想 。 
如 果 只 在 (1) 式 中 等 号 左边 增加 一 项 , 而 等 号 右边 保持 一 项 ， 
且 其 次 数 也 均 升 高 一 次 ,我们 可 找到 四 个 连续 整数 ,有 
33+4+5=6?。 
一 般 地 ,我 们 可 考虑 不 定 方程 
ZX"+ (z+1)"+%…+ (rt+h)"= (x+h+1)” (5) 
的 正 整 数 解 的 问题 。 
当 n>3 时 ， 还 没有 找到 方程 (5) 有 正 整 数 解 。 因 此 可 提出 


一 、 有 源远流长 Sr. SS 


如 下 猜想 ， 
不 定 方程 (5 )， 除 n=3, h=2, z=3; n=2, hh=1, x= 
3; n=h=x=1 外 ,无 正 整数 解 。 
1900 年 , 爱 斯 考 特 (Escott) 证 明了 方程 (5) 在 2 过 n 牵 $5 时， 
除了 以 下 情况 
32 +42 = 52, 
33 +43+53 = 人 6 
外 ， 无 其 他 正 整数 解 。 
柯 召 、 孙 琦 于 1962 年 证 明了 6 委 ” 委 33 时 ， (5) 无 正 整数 
解 。1978 年 柯 召 等 人 又 证 明 方程 (5) 在 ” 是 奇数 时 ， 除 了 ”=3， 
有 =2,，xz=3 和 n= 有 Ah=z=1 外， 无 其 它 正 整 数 解 。 还 证 明了 在 
28|n，h 关 1，2 (mod2813)，B>0 或 n=2;，3:2;，s >1 时 ， 
(5) 均 无 正 整数 解 。 
在 (4) 中 设 2n?+2n=x， 则 (4) 可 改写 为 


Dei = Drti), 


一 般 地 ， 当 n 与 z 不 一 定 相 关 ， 且 指数 也 不 一 定 是 2， 这 时 
可 提出 求 不 定 方程 
2 2 z+)" (6) 
的 正 整 数 解 的 问题 。 
当 m >2 时 ， 找 不 到 (6) 有 正 整 数 解 ， 于 是 可 提出 如 下 猜想 ， 
当 m >2 时 ，(6) 无 正 整数 解 。 
柯 召 于 1963 年 给 出 这 一 猜想 的 证 明 。 
在 不 定 方程 zz 一 By = 1 中 ， 如 果 令 B= 1， 且 其 元 的 次 数 
不 一 定 是 相同 的 ， 就 可 提出 如 下 的 不 定 方程 
”y=1l,m>1,n>1 (7) 
的 正 整数 解 问题 。z” 与 y* 这 是 两 个 连续 的 正 整 数 ， 当 x = 3， 
m 二 2，y 二 2，n= 二 3 时 ,分别 有 3=9，2;=8， 于 是 有 3 一 23= 


56 ““， 。 滞 数 学 猜想 集 


1， 除 此 以 外 ， 再 也 找 不 到 (7) 式 的 正 整数 解 。 于 是 可 提出 如 下 狂 
想 : 
除开 
m= 2,r=3,y=2,n=3 
外 ，(7 ) 没 有 其 他 的 正 整 数 解 。 或 者 
不 定 方 程 
Xx? 一 y= 1, p,q 是 素数 ， (8) 
除开 
P=2,T=3,y=2,g=3 
外 ， 没 有 其 他 的 正 整数 解 。 

这 个 猜想 换 一 个 说 法 就 是 1842 年 卡 塔 兰 (Catalan) 提出 的 
猜想 : 除开 8=2，9= 3? 外 ， 没 有 两 个 连续 数 都 是 正 整数 的 乘 
本。 

在 (8) 中 ， 当 g=2 时 ， 卡 塔 兰 猜想 成 立 ， 即 有 

定理 1.3.16 不 定 方程 

y+1= zx?,p 是 一 个 奇 素数 (9) 
没有 工 >0，y>0 的 整数 解 。 

在 (8) 中 ， 当 p=2 时 ， 即 不 定 方程 

x 一 1 = y, g 是 奇 素数 (10) 
的 正 整 数 解 问题 ， 欧 拉 (Euler，Léonard， 瑞 士 人 ， 1707 一 1783) 
证 明了 g =3 的 情况 ， 后 来 的 数学 家 相继 对 于 g >3 的 一 些 特殊 
情况 作 了 不 少 工作 ， 最 后 柯 召 在 1962 年 彻底 解决 了 这 一 问题 。 
他 得 到 了 如 下 定理 。 

定理 1.3.17 当 g>3 时 ， 不 定 方程 (10) 无 正 整数 解 。0 

对 于 (8) 的 正 整 数 解 的 问题 还 可 以 把 它 转化 成 其 他 形式 进 
行 研 究 ， 为 此 ， 有 如 下 结果 。 


中 柯 召 关于 方程 z? = 和 +1，zy 天 0 四 州 大 学 学 报 (自然 科学 版 )， 
(1962)，I 一 6。 
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定理 1.3.18 不 定 方程 

x?++1= yw，g 是 素数 ，p 是 奇 素数 ， 有 正 整 数 解 的 充分 必 
要 条 件 是 
zx?+l 
站 
《yi y2) = 1,p | yi1y2， 


z+1= py19， = py,y = p'y1y2, 


ee] 
y-1= g” 1 


《zl Z2) 二 1 9 十 Ziz2， 
其 中 5， tft, 1，I2， yl， y2 均 是 正 整数 。 

卡 塔 兰 猜想 是 考虑 两 个 连续 数 的 正 整数 的 乘客 ， 很 自然 地 ， 
我 们 可 以 考虑 三 个 、 四 个 连续 正 整 数 的 乘 罕 问题 。 因 为 四 个 连续 
数 中 总 有 一 个 数 呈 现 4: +2 型 ， 这 个 数 显然 不 能 成 为 任何 正 整数 
的 方 蹇 。 是 否 有 三 个 连续 数 都 是 正 整数 的 乘 才 ? 这 个 问题 叫做 弱 
型 卡 塔 兰 狂想。 因为， 如 果 卡 塔 兰 猜想 成 立 ， 可 以 推出 不 存在 三 
个 连续 数 都 是 正 整数 的 乘 寡 。 关 于 弱 型 卡 塔 兰 问题 ， 直 到 60 年 
代 初 ， 才 由 柯 召 和 Cassels 分 别 独立 解决 。 管 案 是 否定 的 ， 即 有 
如 下 定理 。 

定理 1.3.19 三 个 正 整数 的 乘 短 不 可 能 成 为 连续 数 。 

该 定理 可 由 定理 1.3.17， 定 理 1.3.15 证 出 。 

上 面 是 根据 连续 整数 的 性 质 和 规律 提出 猜想 的 ， 还 可 以 根据 
数 的 其 他 性 质 和 规律 提出 猜想 ， 这 里 就 不 再 赣 述 了 。 


7. 由 类 比 提出 问题 
我 们 已 经 考虑 了 不 定 方程 


2 


二 = pe i 
3 qx8, 二 4 XiX2, 


T+y=z 
的 正 整数 解 的 问题 。 通 过 类 比 ， 由 加 法 使 我 们 联想 到 乘法 ， 即 可 
提出 不 定 方程 


X= 2 
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的 正 整 数 解 的 问题 。 而 该 方程 显然 有 无 穷 多 个 正 整 数 解 。 在 此 基 
础 上 ， 将 指数 由 常量 改 成 变量 ， 比 如 可 提出 不 定 方 程 
ry = x (1) 

的 正 整数 解 问题 。 

易 见 ， 当 过 =y=z=1;i z=1，y==x; y=1，X= > 时 适合 
于 (1)， 当 工 >1，y>1，zx>1l 就 很 难 找到 (1) 的 正 整 数 解 。 
于 是 美 杂 匈 牙 利 数学 家 艾 道 斯 (Erdss) 在 1938 年 就 提出 如 下 猜 
想 : 

没有 一 组 正 整数 z(>1), y(>1), z(>1), 适合 方程 (1)。 

过 了 两 年 ， 我 国 著名 数学 家 柯 召 证 明了 (1) 有 无 穷 多 个 解 ， 
从 而 否定 了 这 一 猜想 。 这 无 穷 多 个 每 个 变量 都 大 于 1 的 正 整数 的 
通 式 为 


T= 227+i(2n nl)+t2n (Fn En 1)227-D), 


y = 22?+1(2"-“ 1)(29 1)2(22 一 00+2， 


之 过 222+1025 nD tntl on = Se 


其 中 =2，3，4，…。 

如 果 再 将 问题 的 范围 缩小 一 下 ， 加 上 一 个 限制 条 件 (x，y) 
=1， 那 么 猜想 是 成 立 的 ， 即 柯 召 证 明了 

定理 1.3.20 当 (x ，y) =1 时 ，(1) 式 无 z>1, y>1, xz 
>1 的 整数 解 。 

1958 年 ， 施 秦 策 (Schinzel) 给 出 方程 (1) 有 整数 解 的 一 个 
充分 条 件 ， 即 

定理 1.3.21 方程 (1) 有 整数 解 ， 则 z 的 每 一 个 素 因数 整 
除 y， 或 y 的 每 一 个 素 因数 整除 z。 

自 1938 年 以 来 ， 将近 半 个 世纪 了 ， 至 今 尚 没有 一 个 找到 
(1) 除 了 z= y= z=1 以 外 的 正 奇数 解 ， 于 是 可 提出 如 下 的 猜 
想 ; 

没有 正 奇数 z(>1)，y(>1)，z(>1)， 适 合 于 (1)。 

方程 (1) 左边 有 两 个 未 知 元 ， 如 果 有 个 未 知 元 又 会 怎样 


< :er A 


一 源远流长 


” 呢 ? 1964 年 ， 柯 召 亿 等 人 把 (1) 


推广 为 
ZTlZ32 7 太一 zx*,k > 2, (2) 
他 证 明了 
定理 1.3.22 不 定 方程 (2) 有 无 穷 多 组 zx1(>1), zy(>1)… 
zt(>1)，z(>1) 的 正 整数 解 ， 其 通 式 为 


nyntl n 
Xi = ks (天 “27k)+2n (kn ee 1)2# lo 


nj,nt+l n 
x2 = kt (k -2n-k)( pr" | 1)2* 人 


n+l n 
X3 = re = k'* -CR 3 1)2* le 
ny ntl n 
pe kt (k 2 ktntl( pr 王 )2( = 


其 中 =2 时 ，n>1; 上 &k 之 3 时 ，n >0。 

类 似 于 定理 1.3.21， 有 

定理 1.3.23 方程 (2) 有 整数 解 ， 至 少 存在 一 个 i，1 志 i 志 
&， 使 zx; 的 每 一 个 素 因 子 皆 整除 xz] x2*… x;_ lz so 

到 目前 为 止 ， 人 们 找到 方程 (2) 的 解 ， 除 了 zi = zx2=…= zx, 
=z=1 外 ， 均 是 偶数 解 ， 于 是 可 提出 如 下 猜想 ， 

没有 正 奇 数 zl(>1)，zaz(>1),…，zt(>1)，z(>1)， 适合 
于 (2)。 

在 6 的 (5) 式 中 ， 设 z+h+1=y,，(5) 中 等 号 左边 的 变 为 
1， 且 设 ， 与 z， 瑚 不 一 定 有 关系 ， 等 号 左边 由 加 变 成 乘 ， 则 有 

z(z+1l)…(z+ 六 ) = 加 7 >1。 (3) 

由 定理 1.3.17 可 推 得 如 下 结果 

定理 1.3.24 不 定 方 程 (3) 在 产 =2， 和 上 有 =3 时 均 无 非 零 的 
整数 解 。 


天 
@ 和 柯 召 ， 孙 琦 ， 关 于 方程 [] x" = zx”， 四 川 大 学 学 报 (自然 科学 版 )，2 
i=1 


(1964)，5 一 9。 
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由 此 ， 我 们 可 推测 有 如 下 猜想 ， 

当 有 >0 时 ， 不 定 方 程 (3) 无 非 零 整数 解 。 

1975 年 ， 艾 道 斯 和 侈 尔 夫 里 治 (Selfridge) 分 别 证 明了 这 一 
猜想 。 

上 面 我 们 从 直角 三 角形 三 边 的 关系 式 出 发 ， 通 过 一 般 化 ， 特 
殊 化 ， 类 比 等 各 种 逻辑 组 合 提出 一 些 问 题 和 猜想 ， 通 过 问题 的 探 
讨 与 解决 ， 就 形成 了 新 的 命题 和 理论 ， 再 以 新 命题 为 出 发 点 ， 继 
续 利 用 上 述 方法 ， 又 提出 新 的 问题 和 猜想 来 ， 这 样 继续 进行 下 
去 ， 就 可 以 演变 出 许 许多 多 的 问题 和 猜想 ， 从 而 丰富 数学 科学 的 
内 容 。 


(四 ) 一 条 著名 的 穷 注 


当 我 们 求 得 不 定 方程 
zi+y = 

的 所 有 正 整数 解 之 后 ， 很 自然 地 使 我 们 想到 ， 当 不 定 方程 中 元 的 

次 数 增加 1， 又 会 怎样 呢 ? 即 求 不 定 方程 


3 十 史 一 23 (1) 
的 正 整数 解 。 

我 们 可 以 通过 试验 的 方法 ， 看 看 这 个 方程 是 否 有 正 整 数 解 。 
前 10 个 正 整数 的 立方 是 


1, 8, 27, 64, 125, 216, 243, 512,729，1000。 
通过 观察 ， 不 难看 出 没有 一 个 数 可 以 表示 为 另外 两 个 立方 之 和 。 
例如 ， 若 512 可 以 表示 为 另外 两 个 立方 之 和 ， 那 么 这 两 个 数 一 定 
比 512 小 ， 因 此 在 立方 表 中 512 的 前 面 ， 最 有 可 能 的 数 就 是 243 
和 216, 但 243+216=559>512。 而 216+216=432<512， 所 
以 512 不 是 任何 两 个 立方 之 和 。 前 20 个 正 整 数 的 立方 是 否 能 找 
出 一 个 数 可 以 表示 为 另外 两 个 立方 之 和 ? 前 20 个 正 整 数 的 立方 
除了 前 面 列 出 的 10 个 之 外 ， 还 有 


一 天 ac 和 


1331, 1728, 2197, 2744, 3375, 4096, 4913, 5832, 6859, 8000。 
通过 观察 ， 不 难看 出 ， 也 找 不 到 一 个 数 可 以 表 为 另外 两 个 立方 之 
和 。 

用 上 述 方法 我 们 可 以 验证 其 他 的 一 个 立方 数 不 能 表示 为 另外 
两 个 立方 之 和 和。 当然 上 述 的 验证 方法 还 可 以 再 简单 一 些 ， 比 如 两 
个 相同 数 相 加 ， 改 为 4096-+2=2046， 只 要 查 一 下 立方 表 没 有 此 
数 即 可 。 但 无 论 如 何 ， 你 得 化 费 一 定时 间 去 验证 。 如 果 你 有 时 
间 ， 你 可 以 继续 找 下 去 ， 但 总 是 找 不 到 一 个 立方 数 可 以 表示 为 另 
外 两 个 立方 之 和 。 

既然 对 于 (1) 找 不 到 正 整 数 解 ， 对 于 不 定 方程 

4+ yt 4 (2) 
又 会 怎样 呢 ? 同 样 ， 我 们 用 试验 方法 ， 也 找 不 到 一 个 四 次 方 数 可 
以 表示 为 另外 两 个 四 次 方 数 之 和 ， 即 对 于 方程 (2) 也 没有 正 整 数 
解 。 继 而 考虑 不 定 方程 

rz +y = 2 (3) 
的 正 整 数 解 。 我 们 还 是 用 试验 的 方法 ， 也 找 不 到 一 个 五 次 方 数 可 
以 表示 为 另外 两 个 五 次 方 之 和 ， 即 不 定 方 程 (3) 也 没有 正 整数 
解 。 于 是 ， 由 特殊 到 一 般 ， 我 们 猜想 ， 

当 n 实 3 时 ， 不 定 方程 

十 加 二 寻 (4) 
不 存在 正 整数 解 。 

在 历史 上 ， 这 个 猜想 称 为 费 尔 马 大 定理 。 之 所 以 这 样 称谓 ， 
其 原因 如 下 。 

费 尔 马 于 1601 年 出 生 于 法 国 图 卢 兹 附近 ， 于 1665 年 去 世 于 
卡 斯 特 尔 。 他 是 一 个 皮革 商 的 儿子 ， 童 年 是 在 家 庭 里 受 的 教育 。 
三 十 岁 时 ， 他 在 图 卢 效 当 了 律师 。 在 当 律 师 期 间 ， 他 把 自己 大 量 
的 业余 时 间 用 在 数学 研究 上 。 他 和 同时 代 的 第 一 流 数学 家 有 科学 
通信 关系 ， 使 他 能 够 广泛 地 参与 当时 的 学 术 活 动 。 他 一 辈子 虽然 
发 表 的 数学 著作 不 多 ， 但 已 显示 出 他 是 一 位 有 多 方面 数学 成 就 的 
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杰出 数学 家 。 对 于 解析 几何 、 微 积分 以 及 概率 论 的 创立 ， 都 做 出 
了 他 自己 的 贡献 。 特 别 是 ， 在 现代 数论 的 黄 基 工作 中 ， 显 示 出 他 
有 非凡 的 数学 洞察 能 力 。 最 初 吸引 费 尔 马 注意 的 ， 可 能 是 梅 齐 利 
亚 克 1621 年 翻译 的 丢 番 图 《算术 》 的 拉丁 文 译 本 。 他 在 钻研 这 
本 书 时 ， 在 上 面 做 了 大 量 旁 注 。 原 书 有 这 样 一 个 问题 ， 求 一 个 平 
方 ， 它 是 另外 两 个 平方 之 和 。 费 尔 马 在 这 个 问题 的 党 边 写 道 : 
“ 另 一 方面 ， 不 可 能 把 一 个 立方 表 为 两 个 立方 之 和 ， 把 一 个 四 次 
方 表 为 两 个 四 次 方 之 和 ， 或 者 ， 一 般 来 说 ， 一 个 次 数 大 于 2 的 方 
老 不 可 能 是 两 个 同 次 方 蹇 之 和 。 我 已 经 发 现 了 一 个 确实 非常 奇妙 
的 证 明 ， 但 是 书 的 页 边 太 窗 了 ， 写 不 下 。” 这 个 命题 ， 后 来 数学 
史学 家 称 为 “ 费 尔 马 大 定理 *”， 也 有 的 称 作 “ 费 尔 马 最 后 定理 ”， 
以 示 这 个 定理 证 明之 艰难 。 实 际 上 ， 这 个 命题 称 为 费 尔 马 猜想 更 
确切 些 。 费 尔 马 是 否 真 的 给 出 这 个 定理 的 一 个 完善 证 明 ， 也 许 将 
永远 是 个 这 。 很 可 能 ， 他 在 写 旁 注 时 ， 有 一 个 证 明 的 想法 ， 而 后 
来 ， 他 认识 到 这 个 想法 是 错误 的 。 由 于 可 以 肯定 断言 ， 他 并 没有 
打算 把 这 些 旁 注 公 诸 于 世 ， 因 此 ， 他 也 就 不 再 去 修改 和 去 掉 这 条 
旁 注 了 。1670 年 ， 也 就 是 在 他 死 后 五 年 ， 这 些 笔记 由 他 的 儿子 
萨 称 埃 尔 (Samuel) 编 入 《算术 》 新 版 发 表 ， 从 此 费 尔 马 大 定理 
才 为 世人 所 知 、 许 多 人 都 为 了 寻求 其 证 明 而 付出 了 巨大 的 努力 。 
然而 ， 人 们 经 过 三 百 多 年 的 努力 ， 只 证 明了 许多 特殊 情况 下 的 费 
尔 马 大 定理 成 立 。 同 时 ， 在 证 明 这 个 定理 的 过 程 中 建立 了 理想 数 
论 ， 对 其 他 数学 问题 的 解决 起 到 了 重要 的 工具 作用 。 直 到 1993 
年 ， 英 国 数学 家 安德鲁 :维尔 斯 终于 在 前 人 研究 成 果 的 基础 上 证 
明了 费 尔 马 大 定理 ， 并 于 1995 年 将 其 严格 的 证 明 通 过 权威 的 美 
国 《 数 学 年 刊 》 公 诸 于 世 。 


二 、 长 路 漫漫 a : “0 


一 、 长 路 漫漫 


一 一 费 尔 马 大 定理 的 探讨 


(一 ) 2 =4 的 费 尔 马 大 定理 


证 费 尔 马 大 定理 先 从 什么 地 方 开始 呢 ? 我 们 可 首先 考虑 它 的 
特殊 情况 ， 比 如 考虑 当 n = 3，4，5 时 定理 是 怎样 证 明 的 。 这 也 
是 解决 一 般 问 题 常 采用 的 方法 ， 特 别 是 解决 难题 时 ， 更 是 不 可 缺 
少 的 思想 方法 。 解 决 费 尔 马 问题 的 历史 也 正 是 依循 这 样 的 一 个 思 
考 路 线 。 我 们 先 从 n =4 开始 。 为 什么 不 先 从 n =3 开始 呢 ? 这 
是 因为 解决 后 者 的 问题 比 前 者 难 一 些 。 解 决 n =4 的 情况 ， 经 过 
简单 的 变换 ， 还 可 以 利用 已 讨论 过 的 不 定 方程 z* + y? = x? 的 有 
关 结 果 。 

定理 2.1.1 不 定 方程 

TIi+ y= 2 (1) 
无 正 整 数 解 。 

证 设 w=z，v=y，w=z?， 则 (1) 变 成 w+ v= w?。 
因此 求证 (1) 无 正 整 数 解 ， 就 转化 为 求 上 述 不 定 方程 无 正 整 数 
解 。 为 此 ， 我 们 只 要 给 出 下 述 定理 的 证 明 即 可 。 

定理 2.1.2 不 定 方程 


r4 再 y! we 之 (2) 


无 正 整数 解 。、 

我 们 将 采用 费 尔 马 的 无 限 递 降 法 予以 证 明 。 记 (2) 的 所 有 具 
有 正 整数 解 的 集合 为 M， 然 后 证 明 这 个 集合 为 空 集 。 如 若 不 然 ， 
将 导出 了 矛盾。 在 M 中 ， 必 然 有 一 组 使 z? 的 值 最 小 ， 设 这 个 值 为 
cz?。 使 z 取 此 值 的 解 可 能 有 n 组 ， 我 们 就 任 取 一 组 ， 记 为 a，5。， 
c。 我 们 还 可 再 构造 出 一 组 数 a ”，2，c ， 使 它们 满足 X14+ y4= 
z?,， 但 ?<c?， 由 于 c? 最小， 因而 知 M 非 空 的 假设 是 不 对 的 。 
故 导 出 (2) 没 有 正 整 数 解 。 这 就 是 证 明 该 定理 的 大 体 思 路 ， 有 具体 
证 明 如 下 。 

证 ”我 们 假定 (2) 有 一 组 正 整数 解 a, 5»，c， 而 心 使 xz? 的 
值 最 小 ， 且 还 可 认为 a,，5 互 素 。 如 若 不 然 ， 就 存在 一 个 素数 
p， 使 得 pla，p1b5， 从 而 三 | c。 于 是 

a V4 bp\4 2 

人 
它 为 (2) 提 供 了 另 一 组 解 ， 且 相应 的 值 比 c? 还 小 ， 但 根据 我 们 的 
假设 ， 这 是 不 可 能 的 。 

a 与 9 不 同 为 奇数 ， 也 不 同 为 偶数 ， 它 们 之 中 ， 一 为 奇数 ， 
另 一 个 为 偶数 ， 不 妨 设 a 为 偶数 。 现 在 我 们 对 (2) 有 了 一 组 正 整 
数 解 : 

(2a2)2 + (6°)* = ce, 
其 中 (ac2，02) =1，a? 为 偶数 ，6? 为 奇数 ， 因 此 存在 整数 mm， 
n， 两 数 互 素 ， 旦 不 同 为 奇数 ， 使 


<b2= m’*—n’, (3) 


C 三 m2 十 12 o 
(3) 中 的 m，n 为 一 奇 一 偶 ， 令 n=2q， 那 么 由 (3) 得 
a = 4mag 或 


(3 = mgo (4) 


我 们 可 证 明 m，g 互 素 ， 进 而 推 知 m 和 9 均 为 平方 数 ， 设 
m 二 c，g 二 a“， 不 难 验 证 c"，au“ 互 素 ， 且 c 为 奇数 。 将 式 
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n=2g=2a’,m -n= 06,m=e 
代入 下 式 
2 md 
就 有 
(2a”)* + 6b = (ec?)?。 
于 是 我 们 求 出 另 一 组 勾 股 数 。 
由 于 (2a”,b) = 1， 故 知 2a2，8，c 是 方程 z?+ 办 = xz? 
的 一 组 整数 解 ， 其 中 2a” 是 偶数 。 于 是 根据 我 们 已 经 证 明 的 结 
论 ， 存 在 整数 M 和 N， 其 中 (M,N) = 1,M 天 Nmod2)， 使 
2 
<56=M’-N’, (5) 
[= M+ N?, 
因此 ， 有 ac“ = MN, (M,N) = 1 。 两 个 互 素 的 整数 ， 当 且 仅 当 
它们 都 是 平方 数 时 ， 它 们 的 乘积 也 是 平方 数 。 所 以 存在 ai 和 
pi， 使 
M=ai, N= 6?。 
由 (5) 的 第 三 式 ， 得 
ct = (a1)? + (54)? 
或 
at+b4= cio。 
这 就 导出 了 (2) 的 另 一 组 解 ， 且 有 
c=mm <mt+ n= ce 
这 是 不 可 能 的 , 因为 c? 是 最 小 的 。 从 而 定理 2.1.2 得 证 。( 证 完 ) 
推论 ”不定 方程 
xX" 二 y" 二 zx*，n 二 4k， 上 为 正 整 数 ， (6) 
无 正 整数 解 。 
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证 将 不 定 方程 


T+ y= 
改写 为 
(z 六 二 (六 ) = (2)’, 
令 = =v, z* 二 rw， 则 得 
PR 


而 此 方程 由 定理 2.1.1 知 无 正 整数 解 ， 故 (6) 无 正 整数 解 。 


(二 ) 关于 n=3 的 欧 拉 证 明 


定理 2.2.1 不 定 方 程 
XI+ y= (1) 
无 正 整数 解 。 

为 了 证 明 (1 )， 先 介绍 欧 拉 的 证 法 ， 在 下 一 节 将 给 出 另 一 个 
初等 证 法 。 不 难 证 明 ， 如 果 nn 等 于 某 一 个 整数 时 ， 费 尔 马 大 
定理 成 立 ， 那 么 ” 等 于 r 的 倍数 时 定理 亦 成 立 。 因 为 任何 整数 
或 者 被 4 或 者 被 奇 素数 除 尽 ， 所 以 要 证 明 费 尔 马 大 定理 成 立 ， 只 
要 证 明 ”等 于 奇 素数 的 情况 即 可 。 欧 拉 应 用 了 费 尔 马 的 无 穷 弟 
降 法 ， 对 于 第 一 个 奇 素数 的 情况 ， 证 明了 费 尔 马 大 定理 ， 尽 管 证 
明 中 还 存在 一 定 的 缺陷 ， 但 欧 拉 的 思想 还 是 很 有 启发 性 的 。 

欧 拉 是 他 那个 时 代 最 伟大 的 数学 家 之 一 ， 他 一 生 中 留 下 了 浩 
瀚 的 数学 著作 ， 有 八 百 多 篇 ， 史 学 家 称 他 为 “数学 英雄 "。 欧 拉 
于 1707 年 生 于 瑞士 的 巴塞 尔 附近 ， 于 1783 年 去 世 。 他 的 父亲 是 
个 数学 爱好 者 。 是 欧 拉 的 第 一 个 数学 老师 。 当 欧 拉 还 是 中 学 生 
时 ， 他 就 利用 业余 时 间 到 大 学 去 旁听 数学 。1766 年 他 的 双眼 完 
全 失明 了 ， 但 欧 拉 从 没有 中 断 科学 研究 工作 ， 还 孜孜 不 倦 ， 奖 强 
学 习 ， 刻 苦 钴 研 ， 在 这 之 后 竟 发 表 了 四 百 多 篇 论文 。 无 论 是 应 用 
数学 ， 还 是 纯粹 数学 ， 在 数学 各 个 分 支 几乎 都 有 他 的 贡献 。 在 他 
的 著作 中 不 仅 给 人 们 创造 了 数学 的 新 成 果 ， 而 且 还 留 下 了 数学 家 
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发 现 新 定理 的 思想 方法 。 他 总 是 下 功夫 把 有 关 的 归纳 证 据 细 心 
地 、 详 尽 地 、 有 条 理 地 写 出 来 。 他 的 大 胆 猜 测 和 巧妙 证 明 ， 常 党 
成 为 启发 人 们 灵感 的 重要 源泉 。 欧 拉 对 于 费 尔 马 大 定理 的 贡献 ， 
也 同样 凝聚 了 他 的 伟大 发 现 的 思想 。 

至 于 欧 拉 是 否 证 明了 费 尔 马 大 定理 n = 3 的 情况 ， 在 费 尔 马 
大 定理 研讨 的 历史 上 是 存在 着 争议 的 。 普 遍 认为 ， 欧 拉 证 明了 旨 
尔 马 大 定理 n=3 的 情况 ， 但 证 明 并 不 完善 。 事 实 上 ， 在 他 给 出 
的 证 明 中 ， 包 含 着 一 个 严重 错误 ， 而 他 当时 并 没有 发 现 。 用 最 直 
接 的 方法 改正 欧 拉 的 证 明 是 麻烦 的 。 然 而 ， 正 如 我 们 将 要 讲 的 ， 
欧 拉 的 证 明 可 以 用 不 太 直接 的 方法 来 改进 ， 即 利用 欧 拉 用 来 证 明 
费 尔 马 其 他 命题 所 用 到 的 一 些 方法 来 讨论 。 


1， 欧 拉 关 于 n = 3 的 证 明 


欧 拉 证 明 (1) 式 的 基本 方法 是 费 尔 马 的 无 穷 递 降 法 。 他 证 明 
了 如 果 可 以 找到 正 整数 使 (1) 成 立 ， 则 可 以 找到 更 小 的 正 整 数 
满足 (1) 式 。 于 是 可 以 找 这 样 三 元 正 整 数组 的 一 个 连续 递 降 的 序 
列 来 ， 而 这 是 不 可 能 的 ， 所 以 没有 这 样 的 正 整数 满足 (1) 式 。 下 
面 就 来 具体 氢 述 证 明 过 程 。 

证 设 有 正 整数 z，y，z 满足 (1) 式 ， 不 妨 假设 zx，y，> 
两 两 互 素 ， 即 (z,y) = (z,z) = (y,z) = 1， 如 若 不 然 ， 任 何 
整除 x，y，z 中 两 个 的 因子 必 整 除 第 三 个 ， 因 此 可 以 约 去 其 公 
因子 。 特 别 地 ，xz，y，z 中 至 多 有 一 个 偶数 ， 从 而 其 中 恰 有 一 
个 偶数 。 

先 假设 z，y 是 奇数 ，z 是 偶数 ， 则 x + yy zx- ， 均 为 偶 
数 ， 分 别 设 为 2p，2g， 从 而 


z= (2p+29) = p+g, 
y = 地 (2p -24) =p— go 
当 让 + y= (Xx+y)(x? zy+) 用 p，g 来 表达 时 ， 有 


2p[(p+g)— (p+ gq)(p- 4a)+(p—- 9a)] 
= 2p(p* + 3g’), 

其 中 p，g 是 一 奇 一 偶 ( 因 为 p+ gq，p -4 均 为 奇数 )， 且 它们 是 
互 素 的 (因为 任何 公 因子 必 为 z=p+g 与 y= p 一 g 的 公 因 子 ， 
从 而 为 1)。 进 而 可 以 假设 p，4 大 于 零 ( 因 为 如 果 x < y， 则 交 
换 z 与 y， 从 而 得 g>0; 如 果 x =y， 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 此 时 
必 有 z=y=1， 从 而 xz*=2)。 因 此 ， 由 

z3+ 昂 =z3，Z，y 均 为 奇数 (2) 
可 推出 ， 存 在 互 素 的 一 奇 一 偶 的 正 整数 p，g， 使 得 

22( 思 +397) = 工 方 数 。 

如 果 z 是 奇数 ， 而 z 或 y 为 偶数 ， 不 妨 假设 z 为 偶数 ， 将 

有 同样 的 结论 。 在 这 种 情况 下 ， 将 (2) 中 的 y 移 到 等 号 右边 ， 得 
Tz =z y= zy) + zy + y)。 
设 z-y=2p，z+y=2g， 从 而 z=g+p,， y= 94g-p， 代入 上 
式 ， 得 
z=2pl(q+ pp) +(gqg+p)(g-p)+(g-p)] 
从 而 ， 得 到 相同 的 结论 
2p(p* + 3g*) = 工 方 数 ， 
其 中 p，g 为 互 素 的 一 奇 一 偶 的 正 整数 。 

下 面 证 明 2p 和 p? + 3g? 是 互 素 的 ， 且 它们 的 积 2p(p? + 
39?) 是 立方 数 ， 只 有 它们 每 一 个 是 立方 数 。 因 为 p，g 为 一 奇 一 
偶 ， 所 以 如 +392 是 奇数 ， 目 2p，p?+3g” 的 任何 一 个 公 因 子 
必 为 p，p?+3g? 的 一 个 公 因子 ， 从 而 必 是 p，3g? 的 公 因子 。 
因为 p，g 互 素 ， 故 其 仅 可 能 的 公 因 子 为 3。 但 如 果 3 整除 p， 
则 显然 3 整除 p?+3g*?， 从 而 2p，p?+3g? 不 互 素 。 所 以 现在 分 
成 两 种 情况 证 明 : i) 3 不 整除 p， 从 而 2p，p*+3g? 互 率 ; ii) 
3 整除 p。 先 证 i)，i) 由 i) 作 适 当 修 改 即 得 。 

假设 3 不 整除 pb, 从 而 2p, p?*+3q? 均 为 立方 数 。 利 用 公式 

(az +382)(cz2 +3d) = (ac ~ 36d)?* + 3(ad + bce)’ 


可 求 出 形 如 p?*+ 3g? 的 立方 : 
(a2+362)3 = (ae +382)[(a2 - 35°)? + 3(2a5)’] 
= [a(a? -3657) - 35(2a0) 1 
+ 3[a(2ab) + b(a? 一 382)]? 
= (a - 9ap2)2 + 3(3a2b 一 303)2。 
这 就 是 说 ， 求 形 如 p?+3g? 的 立方 数 的 一 种 方法 就 是 找 数 a， 
5， 令 
p=a’—9ab’, qg=3a’b 一 303， 
使 得 ”p* +3g? = (a? + 3652)3。 

欧 拉 的 证 明 中 需要 补充 的 证 明 就 是 : 若 p* + 3g? 是 一 个 立 
方 数 ， 则 必 存 在 。，5， 使 得 p，g 由 上 述 等 式 给 出 。 关 于 这 一 
结论 我 们 将 在 4， 中 给 出 证 明 。 欧 拉 利 用 了 一 个 错误 的 方法 证 明 
了 这 一 结论 ， 这 将 在 2， 中 叙述 。 现 在 我 们 暂且 承认 这 一 结论 ， 
继续 往 下 证 。 

p 与 g 的 表达 式 可 以 分 解 为 

p= a(a—36)(a+36),g = 3b(a — b)(a + 6b)。 
当然 a 与 是 互 素 的 ， 这 是 因为 a 与 5 的 任何 一 个 公 因子 整除 p 
与 g。 进 而 

2p = 2a(a -35)(a + 35) F 立方 数 ， 
a 与 5 之 奇偶 必 不 同 ， 否 则 p 与 g 必 同 为 偶数 。 于 是 a 一 36,， a 
+356 均 为 奇数 ， 且 24a，a + 35 仅 有 可 能 的 公 因 子 为 4a，a +36 
的 公 因子 ， 即 a，+35 的 公 因 子 。 类 似 地 ，a +365 与 4 一 35 之 
公 因 子 必 为 a 与 35 之 公 因子 。 这 就 是 说 ， 仅 有 可 能 的 公 因 子 为 
3。 但 3 不 整除 a， 否 则 3 将 整除 p， 此 与 假设 矛盾 。 因 此 24， 
a -35，a +365 是 互 素 的 ， 且 每 一 个 必 为 立方 数 。 设 2a = au，a 
-36=8，c+30=73， 则 记 +73=2a=au3， 从 而 给 出 了 (1) 的 
一 个 解 ， 且 比 原来 的 小 。 

更 确切 地 说 , a3 有 Py = 2a(a 一 35)(a+35)=2p,， 当 z 是 
偶数 时 ， 这 是 z? 的 一 个 因子 。 而 当 z 是 偶数 时 ， 它 是 z3 的 因 
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子 。 无 论 怎样 ，a? 良 7 小 于 xz;。 由 于 (a)?3=--a3， 且 负数 的 
立方 移 至 方程 的 另 一 边 后 就 变 成 了 正 数 的 立方 ， 且 总 是 得 到 形 如 
Zz0+ = zx 的 方程 ， 其 中 zo，y，zo 全 是 正 数 ， 且 zi < xz3， 
所 以 不 用 避免 a。，B，Yy 为 负 。 因 此 在 3 不 整除 p 时 ， 我 们 已 经 
完成 了 解 的 递 降 。 

现在 考虑 i)， 即 31p。 设 p=3s， 则 3Fg， 于 是 2p(p?+ 
3g ) = 3 .25(352 + g2)， 易 见 32'2s 与 352 二 gq? 是 互 素 的 ， 从 
而 它们 均 为 立方 数 。 易 见 其 因子 是 互 素 的 ， 从 而 20=a3，a -8 
=8，ua+p=7y3。 进 而 =20= 和 -8B3。 同 上 面 完 全 一 样 ， 由 
此 得 出 形 如 za+ 巡 = zi 的 方程 ， 其 中 za < z3。 

综合 让 ，ii) 可 知 ， 由 一 个 立方 数 是 另外 两 个 立方 数 之 和 就 
可 推出 存在 更 小 的 一 个 立方 数 是 另外 两 个 立方 数 之 和 。 这 是 不 可 
能 的 。 从 而 定理 2.2.1 得 证 。( 证 完 ) 


2， 根 式 环 


欧 拉 为 了 建立 形 如 p? + 3g? 的 立方 数 所 需要 的 命题 就 研究 
了 形 如 a+p5w -3 (ae，5 为 整数 ) 的 数组 成 的 数 系 RR，R 与 整 
数 系 很 相似 。 设 al+biV -3ER, a;+byV -3ER， 则 
让 (al+BV-3)+(a+ 思 V-3)= (oil+a)+ 
+ (bi1+6)V-3ER, 
i) (ait+ b1M 3)- (artbrV -3)= (a a)+ 
a 记 
iii) (al + b1V -3)Cas+t bv -3) = arastabr v3+ 
+ blas VM -3+ab(— 3) = (airaz — 3a1b2) + (aib2 + 
+ biaa)V -3E€R, 
ivy)1: (art+bvV -3)=altbivV -3, 
而 且 R 中 的 数 a + b v -3 亦 适 合 结合 律 、 交 换 律 及 分 配 律 。 所 
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以 R 为 一 个 具有 单位 元 的 交换 环 。 
计算 数 a+ 5b VvV -3 的 目的 就 在 于 简化 p? + 3g? 成 立方 数 的 
充分 条 件 。 不 利用 
(at + 361)(a2 + 363) 
= (alas - 3a102)? + 3(a16 + b14a2)?, 
我 们 可 如 下 讨论 。 分 解 
pr+3g = (ptgqvV -3)(p- gv -3), 
易 见 ， 如 果 其 中 一 个 因子 是 一 个 立方 数 ， 比 如 说 
ptraqvV -3 =(at+bv -3), 
则 pgvV~3 必 为 a+bvV -3 之 共 示 即 a 一 5 VY 一 3 之 立方 ， 即 
PpP-aqvV-3=(a-bV-3), 
因此 ， 由 乘法 的 交换 律 知 
(p+aqvV-3)(p-gqv—3) 
= [(at+bV-3)(a- bv- 3)], 
即 p? + 3g? = (a? +302)3 。 换 言 之 ， 要 求 形 如 p?+3g? 的 立方 
数 只 需 找 a,，5, 使 p+gw-3= (ae+pw-3)3， 即 
p+ gvV—3 = a3+3ab VV- 3+3ab(— 3) 
+ 63(- 3)V -3。 
因此 ，p*+ 3g? 是 一 个 立方 数 当 且 仅 当 存在 整数 a。，5b， 使 得 p 
=d 一 9a56*，g 一 3a?b -3562。 这 正 是 上 一 节 中 所 要 证 明 的 充分 
条 件 。 

欧 拉 在 他 著 的 “代数 ”这 一 部 分 中 ， 严 重地 混淆 了 必要 充分 
条 件 ， 并 且 很 难 确定 他 要 想 说 什么 。 在 他 所 举 的 例子 中 ， 似 乎 大 
部 分 是 想 处 理 充分 条 件 ， 从 <，2 开始 找 p，g， 但 他 的 确 有 些 
错误 的 结论 。 例 如 他 说 ; “ 当 z?+ cy? 是 一 个 立方 数 时 ， 其 两 个 
既 约 因子 ， 即 z+y V -=-c，z -ywv=c 必 为 立方 数 ， 这 是 因为 
它们 是 互 素 的 (如 果 z，y 无 公共 因子 的 话 )”， 尽 管 他 没有 给 出 
Xt+yV-c 及 I 一 yV -Cc 均 为 立方 数 的 证 明 。 在 这 本 书 中 同一 
段 的 一 个 命题 中 ， 他 非常 含混 地 说 :“ 若 azx? + cy? 不 能 分 解 成 两 


个 有 理 因 子 ， 则 不 存在 蜡 于 这 里 给 出 的 解 。” 即 除了 存在 整数 p， 
gq， 使 得 zYa + yV-c = (pVYa + gv-t); 之 外 ， 没 有 别 的 方 
法 ， 使 ar? + cy? 成 为 立方 数 了 。 关 于 这 一 事实 的 证 明 仅 有 一 点 
上 暗示， 就 是 由 上 边 给 出 的 类 似 讨论 所 得 出 的 结论 ， 即 ， 若 AB 是 
立方 数 ，A，B 互 素 ， 则 A，B 均 为 立方 数 。 如 果 A，B 均 为 
整数 ， 则 这 是 一 个 可 以 证 明 的 定理 。 但 这 个 证 明 对 于 A，B 为 
形 如 p+ g v -3 的 数 其 结论 就 不 一 定 成 立 了 。 事 实 上 ， 欧 拉 的 
结论 对 于 a =1，c=3 是 对 的 ， 尽 管 其 证 明 与 整数 的 情形 不 太一 
样 。 但 是 对 于 有 一 些 和。，c， 这 个 命题 就 不 成 立 了 。 

与 三 + cy 等 于 立方 数 的 讨论 紧密 相关 的 是 欧 拉 给 出 了 zx? 
+ cy? 等 于 平方 数 的 一 个 相当 完全 的 讨论 。 他 说 : “如 果 两 个 数 
之 积 ， 比 如 pa 是 一 个 平方 数 ， 则 必 有 p=r*，g=s*， 或 者 p= 
mr*"，g = 3?。 这 就 是 说 ， 每 个 因子 刚好 是 一 个 平方 数 乘 上 相 
同一 个 数 。” 如 果 这 里 的 “ 数 ” 是 指 整 数 ， 这 是 成 立 的 。 但 欧 拉 
立即 就 将 此 结论 用 到 了 形 如 x + y V -ce 的 数 上 面 了 。 欧 拉 似 乎 
证 明了 : 车 过 + cy 是 一 个 平方 数 ， 且 x， 是 互 素 的 整数 ， 则 
存在 整数 <，2， 使 z+yV -ce = (a+bV-c)*。 从 这 一 点 看 ， 
欧 拉 关于 平方 数 的 讨论 比 关 于 立方 数 的 讨论 完全 些 。 这 个 “证 
明 ” 用 了 标准 的 丢 番 图 方法 : 将 z* + cy 的 平方 根 写成 z + 
(p/q)y 的 形式 ， 其 中 p 与 g 是 这 样 定 义 的 整数 ， 然 后 简化 ， 
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“但 正如 p，, d 是 互 素 的 一 样 ， TL， y 是 互 素 的 ， 从 而 z = co 一 
轨 ，y=2pgo ”所 以 -z+yvV-c=(p+qgv-c)。 欧 拉 说 这 


个 推导 “加 强 了 上 述 方法 的 正确 性 。” 但 是 p 与 4 互 素 这 一 自然 
的 假设 并 不 能 推出 cq2 - p? 与 2pg 是 互 素 的 ， 从 而 也 就 不 一 定 得 
出 欧 拉 的 结论 
Xx=cg -pr, y=2pgqo 
事实 上 ， 例 如 49=2+5.3:， 说明 上 述 讨论 是 不 对 的 ， 因 为 方程 
2=5g*— p’, 
3=2pg 
就 恨 本 没有 有 理解 这 两 条 相交 双 曲 线 相交 于 


p= gb p= -3 "= -V/ 芭 站 
欧 拉 记 必 示 意 到 其 方法 有 一 定 的 局 限 性 。 他 为 了 求解 2x” 

5= 立方 数 ， 他 的 方法 导致 

zw2+wWS = (a V2+ ob M5) = au32V2 

+ 3a2b2Y5 + 3abg25V2 + 5035V5S， 
从 而 x =2a?+15ab?，1 = 6a?5 + 563。 而 后 一 方程 得 6= 土 1， 
上 且 6a?+56?= 上 1， 而 这 是 不 可 能 的 。 于 是 欧 拉 的 方法 就 指出 
2zx? -5 不 可 能 是 一 个 立方 数 。 但 是 ， 当 x =4 时， 有 

2z2-5=2.16-5=27=3?。 
就 是 一 个 立方 数 。 为 什么 对 有 的 例子 行 ， 有 的 例子 不 行 呢 ? 欧 拉 
最 初 的 答复 只 是 强调 研究 其 数学 基础 是 非常 重要 的 。 很 自然 可 以 
推测 ， 欧 拉 承 认 了 他 的 方法 在 这 一 点 上 不 完备 ， 并 且 建 议 研究 解 
决 这 一 问题 。 从 他 的 书后 面 的 两 节 中 清楚 说 明了 欧 拉 认识 到 了 问 
题 的 症结 
除 平凡 解 z= +1，y=0 外 ， 仍 有 其 他 解 ， 这 一 相关 的 事实 。 无 
需 细 究 ， 可 以 说 欧 拉 已 经 认为 他 的 方法 ， 在 加 号 的 情况 下 是 适用 
的 。 但 我 们 可 举 出 反例 ， 对 于 例子 49=22+5*3?， 其 方法 是 不 适 
用 的 ， 尽 管 是 加 号 ， 且 其 Pell 方 程 z+* + 5y=1 只 有 平 几 解 x = 
土 1，y 二 0。 


欧 拉 在 1753 年 8 月 4 日 给 哥 德 巴 赫 的 信 中 声称 他 能 证 明 费 
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尔 马 大 定理 ”= 3 的 情形 ， 但 是 他 发 表 的 证 明 仅 仅 在 其 《代数 》 
中 的 一 处 。 关 于 这 个 有 错误 的 证 明 的 一 个 合理 的 推测 是 ， 他 的 原 
证明 用 了 一 个 想象 的 论点 去 证 明 ， 若 xz? +3 只 = 立方 数 ， 则 > 
=a -9ab*?，y=3a*b -353?， 稍 后 ， 他 有 了 一 个 非常 优美 但 错 
误 的 想法 去 证 明 这 点 ， 即 他 用 了 : 车 (z + y V-3)(x - 
yV -3) 是 一 个 立方 数 ， 且 知 因子 x+yw-3 和 了 -yw=3 是 
互 素 的 ， 则 这 两 个 因子 本 身 也 必定 是 立方 数 。 不 论 此 推测 正确 与 
否 ， 利 用 欧 拉 在 他 早期 工作 中 所 用 的 思想 可 以 证 明 关 于 形 如 x? 
+ 3y* = 立方 数 这 一 点 是 确信 无 疑 的 。 


3， 关 于 两 平方 数 之 和 


欧 拉 在 1747 年 给 哥 德 巴赫 的 信 中 宣布 他 证 明了 费 尔 马 的 一 
个 定理 : 每 一 个 形 如 42 + 1 的 素数 是 两 个 平方 数 之 和 。 欧 拉 宣 
称 他 的 主要 目的 是 证 明 费 尔 马 的 另 一 个 定理 ， 即 每 个 数 能 够 写成 
四 个 或 者 少 于 四 个 平方 数 之 和 。 但 这 后 一 个 定理 难 住 了 欧 拉 ， 直 
到 1770 年 ， 拉 格 裔 日 (Lagrange， Joseph Louis， 法 国人 ， 
1736 一 1813) 证 明了 这 一 定理 ， 欧 拉 才 给 出 一 个 简化 证 明 。 但 是 
欧 拉 所 证 明 的 两 个 平方 数 之 和 的 定理 是 非常 重要 的 ， 特别 是 ， 欧 
拉 证 明 这 个 定理 所 用 的 技巧 也 能 够 使 他 证 明 关 于 形 如 zz2+ 3y? 
的 数 的 一 些 基本 事实 ， 并 且 如 下 节 所 述 ， 这 个 技巧 也 能 用 于 证 明 
形 如 x?+3y? 的 立方 数 的 一 些 证 明 费 尔 马 大 定理 在 n =3 时 所 用 
的 事实 。 

欧 拉 关于 每 个 形 如 4n + 1 的 素数 是 两 个 平方 数 之 和 的 证 明 
并 不 很 长 ， 而 且 也 非常 初等 。 

i， 两 个 由 两 个 平方 数 之 和 组 成 的 数 之 积 还 是 两 个 平方 数 之 
和 。 

此 结论 可 由 公式 

(a + bc +d)= (ac 一 bd)* + (ad + be) 

推出 。 
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平方 数 之 和 组 成 的 素数 除 尽 ， 则 商 为 两 个 平方 数 之 和 。 

例如 ， 假 定 wz + 6? 可 被 素数 p?+ gq? 除 尽 ， 则 p*+ gq? 能 除 
尽 

(pb —- aq)(ph+ag)= pb - ag = pb + pa 
> pa? 本 C2g? 三 旋 2(a2 十 02) a2( 旋 ? 十 g?)。 

因为 22 + g? 为 素数 ， 所 以 它 整除 pb - ag 或 pb + aq。 假 定 p?*+ 
gq? 整除 pp + ag， 则 由 (a?+62)(p?+g’)= (ap- bq) +(agt+ 
bp) 得 大 + gq? 必定 也 整除 (ap -bq)?。 所 以 此 方程 可 被 p?+ gq? 


: 2 2 
整除 。 所 以 4 是 两 个 平方 数 之 和 。 若 如 + 4? 整除 pb -aq， 


则 由 (a?+B): (gq?+p?) = (ag 一 6p)+(ap + bq) 可 作 如 上 
同样 的 讨论 。 

六. 车 一 个 由 两 个 平方 数 之 和 组 成 的 数 可 被 一 个 不 是 由 两 个 
平方 数 之 和 组 成 的 数 整 除 ， 则 其 商 有 一 因子 不 是 由 两 个 平方 数 之 
和 组 成 。 

这 恰好 是 第 2 种 情况 的 反面 。 假 定 x 除 以 a? + 5*， 其 商 的 
素 因 子 分 解 为 p1p2… p,， 则 

a + b= zpip2'" paneo 

若 所 有 的 因子 p1/，p;，…，p。 都 能 表示 成 两 个 平方 数 之 和 ， 那 
么 a?+ 6b? 相继 能 由 pl/，p，，…，p， 除 尽 。 由 ii， 知 ， 每 一 个 
商 ， 包 括 z 在 内 ， 均 是 两 个 平方 数 之 和 。 所 以 若 z 不 是 两 个 平 
方 数 之 和 ， 则 pl1，p2，…，p， 中 必定 有 一 个 不 是 两 个 平方 数 之 
和 。 

iv. 车 a 和 和 45 是 互 素 的 ， 则 ae? + b&b 的 每 个 因子 是 两 个 平方 
数 之 和 。 ; 

假定 是 a?+ 5 的 一 个 因子 ， a=mztce, b= nzttd, 


cl 所 地 z+，14d| 志 六 xz。 因为 


ar+ b= mr +t2mzrc +c + nr +2ncd + ad? 
= Az+ (c+ ad’*) 
可 被 z 除 尽 ，c? + qd? 必定 能 被 zx 整除 。 假 定 c?+ d? = yx。 如 果 
c 和 4 有 任何 大 于 1 的 公 因 子 ， 则 这 个 因子 不 能 整除 z， 因 为 否 
则 它 将 整除 a 和 2， 与 假设 矛盾 。 所 以 方程 2? + d? = yx 能 被 < 
和 4 的 最 大 公 因 子 的 平方 整除 ， 得 到 一 个 方程 e+ 户 = zz， 因 
为 
mt Perl 人 3) + (0 


故 有 x<< 广 x。 若 z 不 是 两 个 平方 数 之 和 ， 则 由 3) 知 ， 存 在 


z 的 一 个 因子 ww， 不 能 被 写成 两 个 平方 数 之 和 。 这 将 导致 一 个 无 
穷 递 降 ， 由 一 个 不 是 两 个 平方 数 之 和 ， 而 是 两 个 互 素 平方 数 之 和 
的 因子 数 =， 降 到 与 它 具 有 相同 性 质 的 更 小 的 数 由 。 所 以 z 必 
定 是 两 个 平方 数 之 和 。 

v， 每 个 形 为 42 + 1 的 素数 都 是 两 个 平方 数 之 和 。 

欧 拉 首先 给 出 这 个 结论 一 个 含糊 的 证 明 ， 两 年 以 后 ， 也 就 是 
在 1749 年 又 给 出 这 个 结论 如 下 的 一 个 优美 的 证 明 。 

若 上 =42+1 是 素数 ， 则 由 费 尔 马 定理 知 ，1，2"，3“”， 
4 ，…，(472)" 中 的 每 个 数 都 具有 m 轧 + 1 的 形式 [后 一 项 p" 
可 被 p 整除 ,，(p + 1)*”,…, (2p -1)” 也 都 具有 mp +1 的 形式 ， 
m 为 任意 数 ， 依 次 类 推 ]， 所 以 差 2 ”一 1，3” 一 27， 
(4n)*” (4n 一 1)“” 都 可 被 bp 整除。 这些 差 中 的 每 一 个 都 可 分 解 
为 两 个 因子 的 乘积 : 

a ee D4 rs (a2” 十 已 22 ) (a 22) 。 
由 p 为 素数 知 ，p 必定 整除 上 面 等 式 右边 的 两 个 因子 中 的 一 个 。 
若 对 所 有 的 这 4n -1 个 差 数 ，p 都 能 整除 第 一 个 因子 ， 则 由 任 
何 一 个 数 和 它 的 后 继 数 互 素 这 一 事实 以 及 断言 (4) 知 ，p 是 两 
个 平方 数 之 和 ， 由 此 可 知 p 不 能 整除 这 所 有 的 42 一 1 个 数 : 

227 -1, 322 — 227, 2 (4n)2” Ee (4n ee 1)2" 


因为 ， 若 p 整除 所 有 这 4n 一 1 个 数 ， 则 p 将 整除 由 这 42 一 1 个 
数 所 形成 的 4n - 2 个 差 数 ， 同 理 也 整除 这 些 差 的 4n - 3 个 差 数 ， 
依次 类 推 。 由 基础 代数 可 证 明 序列 1，2*，3*，4*，… 的 六 阶 
差 是 常数 且 等 于 k! ( 见 表 所 示 )。 所 以 序列 1，22"，32"，42”， 
… 的 2n 阶 差 都 等 于 (2n) !， 不 能 被 p= 4n +1 整除 。 如 果 p 整 
除开 始 的 4n 一 1 个 一 阶 差 22" 一 1，32* 一 22*，…,， (4n)?” 一 (4n 
-1)**”， 则 p 也 整除 开始 的 4n 一 2n 个 2n 阶 差 ， 实 际 不 然 ， 所 
以 p 不 能 整除 这 所 有 的 4n -1 个 一 阶 差 。 


表 x 的 差 
k=1 i 7 
1 阶 差 1 1 1 1 1 1 
2 阶 差 0 0 0 0 0 
k=2 1 4 9 16 25 36 49 
1 阶 差 3 5 7 9 11 13 
2 阶 差 2 这 
3 阶 差 0 0 0 0 
k=3 1 8 27 64 125 216 343 512 
1 阶 差 7 19 37 61 91 127 169 
2 阶 差 12 18 24 30 36 42 
3 阶 差 6 6 6 6 6 
4 阶 差 0 0 0 0 
k=4 1 16 B81 256 625 1296 2401 4096 
1 阶 差 15 65 175 369 671 1105 1695 
2 阶 差 50 110 194 302 434 590 
3 阶 差 60 84 108 132 156 
4 阶 差 24 24 24 24 
5 阶 差 0 0 0 


1658 年 ， 费 尔 马 在 一 封 信 中 谈 到 他 有 无 可 辩 驶 的 事实 说 明 
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下 面 的 结论 是 对 的 ， (i ) 形 为 4 +1 的 素数 都 是 两 个 平方 数 之 
和 ; (ii) 形 为 3n +1 的 每 个 素数 具有 形式 ?+ 365?; (证 ) 每 个 
形 为 8n +1 或 8n+3 的 素数 具有 形式 oz +25?; (iv) 每 一 个 数 
是 3 个 或 少 于 3 个 的 三 角形 数 之 和 @，4 个 或 少 于 4 个 平方 数 之 
和 ，5 个 或 少 于 5 个 五 角形 数 @ 之 和 等 等 。 欧 拉 对 于 断言 (iv) 非 
常 有 兴趣 ， 特 别 是 每 个 数 是 4 个 或 少 于 4 个 平方 数 之 和 这 一 断 
言 。 非 常 自然 地 ， 欧 拉 试 图 用 他 证 明 第 (i) 个 断言 所 用 的 技巧 去 
证 明 其 余 的 断言 。 他 发 现 ， (六 ) 与 (iv) 他 是 无 能 为 力 的 ， 但 是 
(让) 可 以 用 与 (i) 几 乎 相同 的 方法 去 证 明 。 

在 (i) 和 (i) 的 证 明 中 ， 主要 区 别 在 于 对 于 素数 2 的 处 理 
上 。 注 意 上 面 的 结论 (4) 对 于 形 为 a? + 302 的 表示 是 错误 的 ， 因 
为 +3.1? 可 被 2 除 尽 ， 尽 管 2 不 为 形 为 a?+36? 的 数 。 同 时 ， 
还 需要 注意 到 ， 若 结论 (4) 被 用 到 形 为 a?+35? 的 表示 中 ， 则 
不 等 式 


< (7) +3 人 于 = = 
所 以 * 科 zx。 但 在 证 明 递 降 时 需 用 到 严格 的 不 等 式 “<z， 这 几 
却 得 不 到 。 但 是 ， 若 x 是 奇数 ， 则 不 等 式 |c| 六 二 v， Is 
是 严格 的 不 等 式 | c| < 广 z，|d|< 直 z， 则 所 需要 的 不 等 式 < < 
z 可 以 得 到 。 对 于 表示 成 形 为 a2+36? 的 数 类 似 于 结论 (4) 的 证 
明 可 如 下 给 出 。 
@ 两 个 可 以 被 写成 形 为 a? + 35? 的 数 的 乘积 ， 也 具有 形式 


@@ 数 1，3，6，10，…， "CD 叫 三 角形 数 。 


因数 1，5，12，22，…， 3 二 叫 五 角形 数 。 


二 其 放 要 浊 i We 


az 十 3050?2。 

此 断言 可 由 

(ae2+3p2)(c2+3c2) = (ac 一 3bd)2+3(ad + be)’ 

推出 。 

加 ”如 果 一 个 形 为 cz+382 的 数 可 被 2 整除 ， 则 它 也 可 以 被 
4 整除 ， 被 4 除 所 得 的 商 具 有 形式 o + 34d?。 

若 a，5， 一 奇 一 偶 ， 则 a? + 35? 不 能 被 2 整除 。 若 <c，2 都 
是 偶数 ， 则 a? +36b? 可 被 2 整除 ， 且 商 具 有 形式 2 +3d*， 其 中 


c= 方 4a，d= 当 5。 车 a，5 都 是 奇数 ， 则 a 一 4m 寺 1，5 一 4 二 
1 (这 里 的 m，n 和 符号 都 是 适当 选取 )， 所 以 a+5 或 4-5b 是 
可 以 被 4 整除 的 。 若 a + 5 被 4 整除 ， 则 
4(a2 +382) = (1? +3.1)(a + 36°) 
= (ga—36)+3(a+ 5) 
可 被 人 2 整除 [因为 a 一 365 = (a +5) 一 45)], 所 以 (a? + 35*)/4 具 
有 形式 +3d?。 若 a 一 6b 被 4 整除 ， 则 可 以 4 = (-1)+3.12 
代替 4 = 12 + 3. ,得 到 与 上 面相 同 的 结论 。 
@ 若 形 为 a? + 35? 的 数 可 被 形 为 p> + 3g? 的 素数 整除 ， 
则 其 商 可 被 写成 形式 c? + 3d?。 
由 
(po —ag)(pot+ag) = p60 +3g0 -3g6 -ag’ 
= bp +3g)— g(a’ + 36°) 
可 被 p*+ 3g? 整除 ， 又 p*+ 3g? 是 素数 ， 得 知 加 -ad 或 如 二 
ag 可 被 p*+39g? 整除 。 所 以 
(p+3g)(a* +365) = (p+ 3(+ gq))] (a? + 36°) 
= (pa 3g6)? + 3( pp + ag)” 
能 被 (p? + 3g2) 整除 ( 当 符号 适当 选取 时 )。 
故 (a? +367)/(p? +39) 有 所 求 之 形式 。 
@ 若 形 为 a?*+35? 的 数 有 一 奇 因 子 不 具有 该 形式 ， 则 商 也 


En i i p 
WA 


有 一 不 具有 此 形式 的 奇 因子 。 

设 xzy=az+3b02， 其 中 z 为 奇数 。 若 y 是 偶数 ， 则 由 断言 
四 知 ， 它 可 被 4 整除 ， 且 zx(y/4) = c + 3d? ， 这 种 过 程 可 被 重 
复 进行 下 去 ， 直 到 y/4* 是 奇数 为 止 。 所 以 y= pi1p2… pas， 其 中 
pi; 是 y 或 一 个 奇 素 。 若 y 的 这 种 分 解 中 的 所 有 奇 素数 可 被 写成 
形 为 c*+3d?， 则 zxy=a:+36, 能 被 每 一 个 p; 整除 。 且 由 断言 
2 ，3’ 知 ，x 可 被 写成 形式 c?2+3dq*， 所 以 z 不 具有 此 种 形式 ， 
那么 y 一 定 有 一 奇 因子 不 具有 此 种 形式 。 

图 若 a,，。 互 索 ， 则 a?+36? 每 一 奇 因子 都 具有 形式 “+ 
3d’。 

假定 x 是 a*+365? 的 一 个 奇 因 子 ，a = mzx+tc, 6=nztd,， 
其 中 |c|< 才 z，|d1< 广 z， 则 c+34? 可 被 整除 。 设 c+ 


3d?= zy， 其 中 y< xz， 则 没有 大 于 1 的 c 和 4d 的 公 因 子 能 整除 
Xx。 因为 车 不 然 ， 则 与 a 和 2 互 素 了 矛盾 。 所 以 cz+3c2= zy 能 被 
c 和 4 的 最 大 公 因 子 除 尽 ， 给 出 e2+3 放 = xz， 其 中 e，f 互 素 。 
若 z 不 具有 形式 a?+ 35?， 则 由 结论 多 知 ，z 有 一 奇 因子 ww 不 具 
有 此 种 形式 。 所 以 车 存在 一 个 奇数 z， 它 是 a2*+35? 的 一 个 因子 
且 xz 本 身 不 具有 形式 c: + 3d42， 则 意味 着 一 个 更 小 的 具有 和 z 同 
样 性 质 的 w 存在 ， 由 其 无 穷 递 减 性 ， 可 得 所 求 结论 。 

除 3 以 外 ， 每 个 素数 都 具有 形式 3n +1 或 3n +2。 具 有 形 
式 3n+2 的 数 一 定 不 具有 形式 wz +3282。 因 为 如 果 a*+36? 不 能 
被 3 整除 ， 则 a 必定 不 能 被 3 整除 ，a=3m +1， 且 a?*+3 娟 是 
3 的 倍数 加 1， 这样 由 断言 @ 知 ， 一 个 可 以 整除 形 为 a? +35? 的 
数 的 奇 素数 (a 和 6 互 素 ) 不 具有 形式 3n +2。 大 a 和 书 不 互 
素 ， 则 

az2+3562 = cz(e2 + 3f), 

其 中 4 是 a 和 6 的 最 大 公 因子 ，e 和 上 三 互 素 。 这 样 一 个 形 为 a? + 
35? 的 数 能 被 写成 一 个 没有 形 为 32 +2 的 奇 素 因子 的 数 的 平方 倍 


数 。 对 于 a? + 322 的 偶 素 因子 ， 即 此 数 整 除 a*+35*， 且 是 2 的 
倍数 ， 由 断言 @ 知 ， 它 是 4 的 寡 ， 故 为 一 个 平方 数 。 所 以 一 个 数 
具有 形式 oz +382 的 一 个 必要 条 件 是 由 它 所 包含 的 最 大 平方 数 所 
得 的 商 不 包含 形 为 32 + 2 的 素 因子 。 此 条 件 也 是 充分 的 ， 这 只 
需要 证 明 ， 

轿 形 为 3x+1 的 每 个 素数 都 具有 形式 a? +32。 

同 前 所 证 ， 由 费 尔 马 定理 知 ， 素 数 p = 3n +1 整除 由 数 1， 
23"”，33"，…，( 户 - 1)3” 所 得 的 p 一 2 个 差 。 这 些 差 数 每 一 个 可 
被 分 解 成 

CC37 = b37 2 (a” b”)(a’” + a"b” 十 b2"), 
且 第 二 个 因子 可 被 写成 (因为 a 或 2 是 偶数 ) : 
A2+A(2B)+(2B)2 = (A + B)* +3B?， 
其 中 A 和 B 互 素 。 所 以 由 断言 @@ 知 ， 户 除 必 定 具 有 形式 + 3d? 
外 ， 它 整除 由 数 1，2"，3"，…,(p 一 1)” 所 得 的 p -2 个 差 。 同 
前 所 证 知 p 将 整除 n!。 这 是 不 可 能 的 。 所 以 p 必 具 有 形式 c?+ 
3d’。 

若 把 上 述 论证 应 用 到 形 为 a2 +222 的 表示 上 去 ， 可 以 证 明 一 
个 数 具 有 形式 az +22? 的 一 个 必要 条 件 是 它 被 它 所 含 的 最 大 平方 
数 整除 所 得 的 商 ， 不 包含 形 为 8n + 5 或 8n +7 的 素 因 子 。 这 个 
条 件 也 是 充分 的 ， 这 只 需要 证 明 形 为 8n+1 或 8n+3 的 所 有 素 
数 可 被 写成 a?+25*。 正 是 这 最 后 一 步 ， 欧 拉 没 能 证 明 ， 首 先 给 
出 证 明 的 是 拉 格 朗 日 。 


4. 一 个 引 理 的 证 明 
欧 拉 计算 形 为 a + 5b V =- 的 数 ， 是 基于 公式 


(xz2+ecy2)(a2+eoz) = (zt cy te(rvt th) 
此 公式 在 上 面 多 次 出 现 。 简 单 地 说 ， 若 整数 A 是 整数 B 和 C 的 
乘积 ， 且 车 B 和 C 能 写成 形 为 a?+ cb?, 即 B=zx?+ cy’,， c=w? 
+ cv?， 则 A 也 可 以 写成 此 种 形式 (利用 公式 a+ 656V 一 c= (z+ 
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yV -cc)(u+vV-c) 来 定义 a 与 5)。 
为 了 证 明 nw =3 时 的 费 尔 马 大 定理 ， 我 们 需要 证 明 以 下 引 
理 。 
引 理 若 < 和 65 互 素 ， 且 a*+357 为 一 立方 数 ， 则 存在 整数 
PP 和 gq， 使 
atbvV-3=(ptgvV- 3), 
为 了 证 明 此 引 理 ， 我 们 非常 自然 地 对 欧 拉 的 论证 作 如 下 的 进 
一 步 讨论 。 
i. 若 a 和 2 互 素 且 a?+36? 是 偶数 ， 则 a+6b vv -3 可 被 
写成 
atbV-3= (lt+tV-3)(ut+v v3), 
其 中 ww 和 w 为 整数 ， 符 号 适当 选取 。 
因为 a*+365? 是 偶数 ，a 和 4 必 有 相同 的 奇偶 性 ， 又 因为 它 
们 互 素 ， 故 都 必 是 奇数 ， 所 以 都 具有 形式 42+1， 且 ua+p 或 a 
-五 必 能 被 4 整除。 若 x+ 被 4 整除 ， 则 方程 
4. (az+3p62) = (1*+3.1)(a + 345°) 
= (a—-3b) +3(a+6) 
能 被 4 整除 。 设 (az +382)/4 = wu +3v,u = (a—3b)/4, v 
=a+b/4。 利 用 ww 和 wm， 再 注意 到 其 方程 等 价 于 
ut+vV -3= (a+bvV -3)(l+ V3)/4, 
即 (1 -V3)(uw+vV-3)=a+t+bvV- 3 
故 得 所 需 方程 。 类 似 地 ， 若 a -6b 被 4 整除 ， 则 
py 三 (1 -VV-3)(u+vv- 3) 
& 和 适当 选取 ， 注 意 到 ww 和 ww 互 素 (否则 a 和 8 不 互 素 )， 且 
af+362 = 4(u*+3v:)， 可 得 同样 结论 。 
ii. 车 a，b 互 素 ，a?* +3b? 可 被 一 奇 素数 w 整除 ， 则 ww 可 
被 写成 wwW= p?+3g* (p 和 4g 为 正 整数 ), 上 且 ae +bV =- 3 可 被 写成 
atbvV-3=(ptgvV-3)(u+vvV -3), 
其 中 正 负 号 适当 选取 ， 且 w，w 为 整数 。 


二 、 长 路 漫 滥 83 


这 第 一 个 结论 正 是 上 一 节 的 断言 加。 正如 欧 拉 的 证 明 所 知 ， 
pb+ag 或 p65-ag 可 被 也 整除 。 若 pb + ag 被 w 整除 ， 则 方程 
wa + 352) = (p+ 3g°)(a’ +382) 
= (pa — 3g96)* + 3(po + ea) 
能 被 w? 整除 。 将 (a? + 3 人 2)/z 写成 2+3v? 的 形式 ， 
wu = (pa —- 39)/w,v = (pb + ag)/w, 
即 ut+vV -3= (p+t+gqvV -3)(a +b V3)/w, 
等 式 两 边 同 乘 p - g VV 一 3， 则 有 
(p-gvV-3)(utvvV 3)=atbvV-3, 
即 得 所 求 。 类 似 地 ， 若 pb -ag 被 w 整除 ， 则 
at+bvV-3= (pt+gv-3)(u+vv -3), 
zt 和 ww 互 素 ,， 上 且 a?+36?= w(u + 3v), 
ii 假定 <， 互 素 ， 则 <c+8 V 一 3 可 被 写成 
at+bV-3=+(pit qv 3)(p +t gv 3). 
(p, + ga V -3), 
其 中 p;, 9; 为 正 整数 , 且 p? +3g? 是 4 或 一 奇 素数 ,i = 1,2,…, n。 
若 e+3 是 偶数 ， 则 它 可 被 整除 。 若 a? + 382 不 是 1， 则 
开 有 一 个 因子 w 等 于 4 或 一 个 奇 素数 ， 且 由 结论 (1)，(2 )， 得 
到 
a+aw-3= (pigvV-3)(u+vv -3), 
其 中 +3g?=w。 则 ww，w 互 素 从 w+wv 一 3 中 取出 一 个 因 
子 ptgV -3， 是 和 从 a+bV -3 中 取出 一 个 因子 一 样 ， 除 了 
u* +3v = (al+362)/w 比 a2+ 362 小 ， 重 复 此 过 程 ， 最 终 将 得 
到 : 
atbV-3= (pit gv 3) 
(ps + gr-3)(u+ vv 3), 
其 中 +3v?=1。 则 w= +1, v=0, w+vvV -3= 土 1， 
故 得 所 求 。 


iv 若 c，5 互 素 ， 则 在 上 面 a + b V -3 的 分 解 中 ， 除 了 符 
号 的 选取 外 ， 因 子 是 完全 确定 的 ， 且 
(p+ 3g2) (p+ 3g2)" (ps + 39%) = a +30° 
是 az + 352 的 因子 为 奇 素数 或 4 的 一 个 分 解 。 进 而 ， 若 因子 p+ 
g VV -3 出 现 ， 则 因子 p - g V 一 3 将 不 会 出 现 。 反 之 亦 然 。 
这 第 一 个 结论 所 要 证 的 就 是 由 式 子 p? + 3q* = w 可 以 确定 
pp，g 及 其 正 负 导 ， 这 里 w 是 4 或 一 个 奇 素数 。 当 w=4 时， 显 
然 成 立 。 若 w 是 奇 素数 ， 且 a*+36? 是 w 的 另 一 种 表示 ， 则 由 
断言 主 知 
at+bvV-3= (prigvV -3)(u + vo— 3), 
且 w = w(u* + 3v’), 即 
ul:+3v: = 1,u=+1,v= 0, 
at+bvV-3 =+(p+gV-3)。 
故 得 证 。 至 于 第 二 个 结论 ， 只 需 由 + dg V -3 和 尹 - dv -3 相 
乘 得 到 因子 p?+3g*， 这 与 a,b。 互 素 矛盾 。 
到 此 ， 现 在 证 明 费 尔 马 大 定理 n=3 的 情况 。 欧 拉 的 证 明 中 
所 用 到 的 引 理 ， 现 在 可 容易 地 给 出 。 其 具体 证 明 如 下 。 
证 明 假定 
al+3b° = pipi'p» 
为 断言 (iv) 所 述 的 因子 为 4 或 奇 素数 的 一 个 分 解 。 若 此 分 解 恰 
好 含有 个 4 的 因子 ， 则 2 能够 整除 a?+3b? 的 2 的 最 天 逢 次 。 
又 因为 a?+35? 是 一 个 立方 数 ， 因 此 2k 和 是 3 的 倍数 。 从 而 ， 
在 分 解 中 的 任何 奇 素数 w 的 重 数 必定 是 3 的 倍数 。 这 样 ”可 被 
3 整除 ， 且 因子 pi1p2… Pp 可 按 p3p41 == paky2= Pp3g+3 这 种 方式 排 
列 。 因 此 ， 在 由 断言 证 给 出 的 a+65V -3 的 分 解 中 相应 于 这 三 
个 ww 的 因子 是 相同 的 (这 是 因为 唯一 的 选择 是 对 p+ gq V3 的 
正 负 号 的 选择 ， 但 这 两 个 符号 不 能 同时 出 现 )。 从 这 三 组 中 各 取 
出 一 个 因子 使 它们 相 乘 , 则 得 到 一 个 数 。+ d v -3, 使 得 
at+bvV-3=+t(ct+dvV-3), 


因 -(c+dv-3)3=(-c-dv=-373 故 问题 得 证 。( 证 完 ) 


5， 关 于 两 个 平方 数 之 和 的 注 记 


1654 年 ， 费 尔 马 在 一 封 信 中 (可 以 断言 欧 拉 不 知道 此 信 )， 
一 步 提出 将 一 个 数 有 效 地 分 解 为 两 个 平方 数 之 和 的 问题 ， 即 给 
定 一 个 素数 ， 例 如 53， 找 一 个 把 它 分 解 为 两 个 平方 数 之 和 的 一 
般 规律 。 

欧 拉 用 间接 证 明 的 方法 来 解决 这 个 问题 ， 也 就 是 由 一 个 矛盾 
的 假设 推出 结论 ， 即 若 一 个 形 为 4n + 1 的 素数 不 是 两 个 平方 数 
之 和 ， 则 可 以 找到 一 个 无 限 递 降 的 正 整数 序列 。 所 以 没有 解决 费 
尔 马 的 找 一 个 构造 性 方法 问题 。 然 而 ， 车 对 欧 拉 的 证 明 作 仔 细 的 
研究 ， 发 现 它 可 以 被 修改 成 一 个 构造 性 的 证 明 。 

欧 拉 在 证 明 的 第 5 步 中 是 具有 一 定 的 构造 性 的 ， 它 说 明 ， 若 
4n +1 是 素数 ， 则 数组 

127 20 227 + 32" ， (4n Ea 1)2" 十 (4n)2” 
中 至 少 有 一 个 数 可 被 4n + 1 整除 。 在 费 尔 马 的 例子 中 42 + 1= 
53， 可 以 容易 找到 1 + 223 可 被 53 整除 ， 用 同 余 表 示 ， 有 

25 = 64 三 11 (mod53), 

22?=11?=121 志 15 (mod53), 

23 二 2.15 = 30 (mod53), 

2*% 寺 900 三 一 1 (mod53)。 
因此 ，226+ 1 可 以 被 53 整除 。53 能 整除 25+1 这 一 事实 ， 在 欧 
拉 的 证 明 中 是 用 来 指出 53 可 以 整除 两 个 平方 数 之 和 。 上 面 的 计 
算 ， 给 出 了 一 个 具体 的 可 以 被 53 整除 的 两 个 平方 数 之 和 ， 即 
302+1=17.$3。 欧 拉 在 断言 iv 中 总 结 出 53 必 是 两 个 平方 数 之 
和 ， 因 为 否则 将 可 构造 一 个 无 限 递减 序列 。 现 在 的 问题 是 给 出 一 
个 直接 证 明 ， 而 不 是 通过 矛盾 推导 出 来 。 

对 于 一 般 的 情况 p=4n +1， 可 以 利用 欧 拉 的 方法 去 找到 a? 
+82= kp， 其 中 4，5 互 素 ，k<p。 问 题 是 怎样 被 分 解 。 欧 
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拉 证 明 中 的 第 二 步 指出 了 怎样 被 可 以 写成 两 个 平方 数 之 和 的 素数 
分 解 。 容 易 看 出 ，a?* + 刀 的 任何 素 因 子 是 2 或 具有 47 +1 形式 
的 数 ， 所 以 可 以 通过 将 & 分 解 成 素 因 子 ， 然 后 将 每 个 因子 写成 
两 个 平方 数 之 和 ， 再 由 它们 逐个 相 除 。 例 如 &= 17 本 身 是 一 素 
数 ， 可 以 容易 地 写 出 17=1+ 4*， 这 分 解 过 程 为 

17- 17. 53 = (1 +42)(302 + 12) 

= (30 4)* + (1 + 120) 

(选择 正 负 号 使 得 这 些 数 被 17 整除 )， 

于 是 得 到 


2 2 

53= (着) | 

该 方法 把 将 素数 p 写成 两 个 平方 数 之 和 的 问题 归结 为 写成 
形 为 4n +1 的 更 小 素数 问题 ， 即 可 写成 两 平方 数 之 和 的 & 的 素 
因子 。 这 也 可 能 是 费 尔 马 本 人 在 如 下 描述 他 的 无 限 递减 的 证 明 时 
所 想到 的 方法 : 若 一 个 形 为 4n + 1 的 素数 不 是 两 个 平方 数 之 和 ， 
则 存在 与 此 数 有 同样 性 质 且 比比 数 小 的 素数 ， 同 样 将 有 第 三 个 
数 ， 依 次 类 推 ， 无 限 递减 直到 5， 这 是 具有 此 性 质 的 最 小 数 ， 因 
比 5 小 的 数 ， 将 不 是 两 平方 数 之 和 ， 从 这 里 我 们 可 以 推测 (由 归 
纳 到 不 可 能 ) 出 所 有 具有 此 性 质 的 数 是 两 平方 数 之 和 。 

然而 ， 此 方法 是 非常 见长 的 ， 因 为 它 包括 验证 是 一 个 素 
数 ， 若 可 能 进行 分 解 ， 总 是 一 个 困难 的 步骤 ， 然 后 把 因子 表示 为 
两 个 平方 数 之 和 。 一 般 地 ， 一 个 更 好 的 被 & 分 解 的 方法 是 乘 上 
一 个 更 小 的 数 %x， 具 体 作 法 如 下 : 

正如 欧 拉 证 明 的 断言 iv， 设 方程 a? + 5b? = kp， 现 在 去 找 一 
个 形 为 两 个 平方 数 之 和 更 小 的 的 倍数 的 数 。 设 <= qie+c，8 
= qk + d， 注 意 到 此 必 整 除 必 + d?， 设 c 必 +q*=nk， 因 | e| 声 


广 &，1d| 志 雪 k， 故 ns< 寺 4。 从 而 


nkgkp=(c*+d’)(al+6b)= (cardb) + (cb + da), 
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目的 在 于 用 &? 除 此 方程 。 前 面 在 证 明 cb + da 或 cb -da 被 
除 所 用 的 方法 不 能 用 在 这 里 ， 因 为 & 不 一 定 是 素数 。 但 有 一 
更 简单 的 方法 ， 即 注意 到 
cbtda= cl(gqktd)+d(gk+tce) 
可 被 & 整除 (这 里 所 选 的 正 负 号 要 使 cd + dc 这 两 项 能 够 消去 )， 
所 以 整个 方程 能 被 &? 整除 ， 得 到 np 是 两 个 平方 数 之 和 。 若 > 
=1， 则 p 即 为 两 平方 数 之 和 ， 否 则 可 重复 此 过 程 ， 得 到 一 数 m 
二 n， 使 得 mp 是 两 平方 数 之 和 。 重 复 此 过 程 ， 最 后 必得 p 为 
两 个 平方 数 之 和 。 
在 例子 302 + 1?=17.53 中 , c= 一 4, d=1, 人 +1*=17, 
此 过 程 如 前 所 述 。 再 例如 p = 229。 
第 一 步 是 计算 214mod229， 有 
23=256 寺 27 (mod229); 
216==27?=929 二 42 (mod229); 
2% = (- 68)(44) = -2992 寺 -15 (mod229); 
2I2 =(- 15)(42) = -630==57 (mod229); 
21M4==4057 寺 一 1 (mod229)。 
所 以 229 整除 (257)*+ 1?。 
第 二 步 是 计算 237mod229。 有 
248 = (- 68)(42) = -2856 二 一 108; 
25 = (- 108)(27) = -2916= -~ 168 二 61; 
237 二 122 (mod229)。 
直接 计算 知 122:+1=65，229， 由 此 开始 作 题 ， 第 一 步 c= 122 
-2.65= -8，d =1， 由 此 8:+1?=65。 则 65.65.229= (8?+ 
12) .(1222 + 12) = (976 于 1)? + (8 + 122)” ， 由 此 得 


975 130 ,02 oa 
229 = (办 ) * | 


类 似 上 述 过 程 ， 我 们 可 以 求 出 形 为 3n + 1 的 素数 表示 为 形 
为 a*+35? 的 数 。 第 一 步 是 计算 2"modp。 若 2” 是 zp 的 倍数 加 


则 p 整除 2" -1， 且 3"modp 必 被 计算 。 最 后 ， 必 将 得 到 一 
个 整数 c， 使 得 e* 不 是 p 的 倍数 加 1， 而 (c -~ 1)" 是 p 的 倍数 加 
1。 则 因为 p 整除 "一 (c -1)”，p 必 整 除 c2* + cr(c 一 1)"+ 
(c - 1) 和 9， 此 数 是 有 形式 az + 352。 于 是 a +362= kp, kpo 
车 a, 5 都 是 偶数 ， 则 2 的 因子 可 被 消去 。 若 <，8 都 为 奇数 ， 
则 4 整除 ao:*+302， 消 去 4 的 技巧 为 

“36 - | a+t+bYy 
4 | ， 


二 


ne 这 样 把 问题 归结 到 

a +367= kp, 
其 中 a，5。 为 一 奇 一 偶 。 若 有 = 1， 则 问题 解决 。 否 则 ，% 能 被 简 
化 到 cmodk，5 被 简化 到 4d， 求 2+d?=nkg，n<k (因为 奇 
数 )。 则 

nkkp = (ac + 3bd)* + 3(ad + bc)?, 
当 符 号 适当 选取 时 ， 可 被 整除 ， 给 出 

np=e’+3f。 
车 n 壮 1， 则 可 再 被 简化 ， 直 到 

p=g +3h’,。 

例如 ， 考 虑 p = 67。 第 一 步 是 计算 22mod27， 这 是 一 个 非 

常 简单 的 计算 。 

2 = 64 三 一 3， 

212 三 9， 

2 二 - 27， 

21?= -54==13, 

221 三 52= - 15， 

22 三 -30。 
于 是 2 -1 不 能 被 67 整除 ， 且 24+ 222 + 1 必 能 被 67 整除 。 这 
是 


2 2 
| | 1) = 302272 + (22 + 1)?。 


因为 221 二 -15， 这 意味 着 3 (15)*+ (-14) 必 能 被 67 整 
除 。 直 接 计 算得 

3°:15: +14:=871=13.67。 . 
简化 15 和 14mod13， 得 到 

3:2+1=0 (modl3)。 
事实 上 3.22+12=13， 所 以 

13 .13.67 = (12+3.22)(142+3 .192) 

= (14 于 3.30)2+3(15 + 28)*。 

于 是 


1104Y 3 2 
67 = (和 | +3[ 1 = 8 +3.12。 


6. 欧 拉 证 明 的 基本 思路 


由 上 述 可 看 出 ， 欧 拉 证 明 费 尔 马 大 定理 n =3 的 情形 在 导出 
更 小 解 的 问题 时 ， 归 结 到 如 下 命题 : 
如 果 pp 和 g 是 互 素 的 整数 ， 且 p? +3g? 是 一 个 立方 数 ， 则 
必定 存在 正 整 数 a 和 &， 使 得 
p=a’ -9ab’, 0g=3a20 一 30?。 
欧 拉 是 怎样 构思 他 的 证 明 的 呢 ? 他 经 过 深入 思考 ， 发 现 数 a 
+bV -3 很 用， 如 果 把 表达 式 (a + 5 V -3)? 展开 ， 命 题 的 
结论 就 是 
(at+bV-3)=pt+agv-3。 
于 是 命题 假设 +39? 是 一 个 立方 。 而 
pr+3g = (p+qv-3)(p 一 gv--3), 这 样 一 来 原 命题 可 转化 
为 如 下 命题 : 
如 果 (p+qvV-3)(p -gv -3) 是 一 立方 数 , 则 p+gV 一 3 
必定 是 一 立方 数 , 即 
p+gv -3 三 (at+bV-— 3), 
因此 ， 欧 拉 看 出 引进 数 a+b V -3 的 重要 性 。 
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欧 拉 对 这 类 数 a + 5 -3 进行 加 减 乘 运算 之 后 ， 还 是 该 类 
型 的 数 。 这 些 性 质 与 整数 的 性 质 十 分 类 似 。 正 由 于 这 种 相似 性 ， 
就 引导 欧 拉 应 用 类 比 法 把 整数 的 一 个 性 质 应 用 到 数 a + bp v 一 3 
上 来 。 由 整数 可 唯一 分 解 成 为 素数 这 一 性 质 可 推出 整数 有 如 下 性 
质 : 互 素 的 整数 的 乘积 是 一 个 立方 只 有 当 每 个 整数 是 立方 才 行 ， 
欧 拉 首 先 证 明了 ， 如 果 p，g 互 素 ， 则 p+ qvV-3 与 p-g 
V -3 也 互 素 。 于 是 把 整数 的 性 质 推广 ， 就 得 到 只 有 当 每 个 数 本 
身 是 立方 时 ， 形 如 a + 5b V -3 互 素 的 数 的 乘积 是 立方 。 因 此 ， 
假定 (p+ gV-3)(p -gvV-3) 是 立方 就 推出 p+ g -3 是 立 
方 , 从 而 命题 得 证 。 

尽管 命题 的 结论 是 正确 的 ， 但 是 类 比 论 证 不 能 构成 严格 的 逻 
辑 论证 方法 。 这 种 方法 只 能 提供 论证 的 方向 ， 不 能 作为 数学 证 明 
中 的 逻辑 链条 。 它 是 数学 家 对 这 个 问题 的 直觉 思维 的 一 个 具体 过 
程 ， 但 这 种 过 程 不 能 成 为 定理 的 一 个 严格 证 明 步 又 。 我 们 通过 数 
学 直觉 所 获得 对 问题 的 洞察 ， 还 需要 经 过 严格 的 逻辑 验证 。 事 实 
上 ， 直 觉 和 逻辑 是 数学 创造 的 两 个 翅膀 。 我 们 学 习 数 学 不 仅 要 学 
习 数 学 家 严格 的 推理 ， 还 要 学 习 数 学 家 头脑 里 对 于 定理 的 结论 是 
怎样 想 出 来 的 ， 间 题 是 怎样 提出 来 的 ， 解 决 问题 的 思路 一 步 一 步 
又 是 如 何 进 行 的 。 而 数学 家 欧 拉 的 著作 正体 现 了 这 两 点 。 也 正 由 
于 此 ， 欧 拉 的 著作 才 成 为 启发 几 代 数学 家 灵感 的 大 源泉 。 

欧 拉 用 类 比 代替 论证 ， 这 是 错误 的 。 当 然 ， 欧 拉 对 这 一 错 
误 ， 不 一 定 不 知道 ， 只 是 由 于 他 多 产 ， 而 忽略 了 每 一 个 细节 ， 或 
者 由 于 他 坚信 结论 的 正确 性 ， 就 没有 再 去 修改 具体 的 论证 细节 。 
但 这 并 不 影响 欧 拉 这 位 著名 数学 家 的 形象 。 错 误 也 可 以 引导 出 正 
确 的 东西 。 他 通过 类 比 整数 的 因子 分 解 而 把 形 如 + 二 3 的 
数 分 解 成 素 因子 的 思想 ， 这 表现 出 他 的 巨大 想象 力 。 狄 利克 雷 
(Dirichlet, Lejeune, Peter Gustar，1805 一 1859) 和 和 勒 让 德 
(Legendre, Adrien-Marie, 1752—1833) 对 于 第 二 个 奇 素数 的 费 
尔 马 大 定理 的 证 明 所 用 的 方法 正 是 从 欧 拉 证 明 w=3 时 所 用 的 方 


二 、 长 路 漫漫 


法 开拓 出 去 ， 而 相应 欧 拉 的 关键 等 式 p+ gvV-3= (a+ 
b V 一 3); 的 是 等 式 p + gyY5 = (a + bY5)5。 

欧 拉 证 明 中 的 缺陷 就 在 于 由 整数 唯一 因子 分 解 所 推出 的 性 质 
对 于 数 系 R 不 一 定 成 立 的 事实 。 也 正 是 这 一 点 ， 成 为 后 来 数学 
家 深入 研究 费 尔 马 大 定理 的 一 个 中 心 课题 ， 由 此 引出 正则 素数 的 
概念 ， 从 而 对 于 解决 费 尔 马 大 定理 的 证 明 推 进 了 一 大 步 。 

” 欧 拉 在 证 明 ， 42 +1 的 每 一 个 素数 是 两 个 平方 数 之 和 后 ， 几 
乎 用 完全 相同 的 方法 证 明了 如 下 断言 : 3n + 1 的 每 个 素数 都 具有 
形式 a*+365*。 这 也 是 他 的 类 比 思想 的 具体 体现 。 

在 上 述 证 明 过 程 中 ， 我 们 看 到 费 尔 马 所 创 的 无 穷 递 降 法 得 到 
了 多 次 应 用 ， 由 此 看 来 这 一 方法 有 一 定 的 普遍 性 。 为 此 ， 我 们 在 
这 里 作 一 简单 概括 。 费 尔 马 无 穷 递 降 法 其 证 明 的 逻辑 步骤 如 
下 : 

(i) 车 一 命题 p(n) 对 若干 正 整 数 n 为 真 ， 则 在 此 诸 ”中 必 
有 一 最 小 者 。 

(i) 若 p(n) 真 ， 则 有 一 正 整 数 n <n， 使 p(n ) 亦 真 。 

若 此 二 步 已 证 ， 则 命题 p(n) 决 不 真 。 


(三 ) 关于 n=3 的 一 个 初等 证 明 


这 一 节 我 们 给 费 尔 马 大 定理 n =3 情形 的 一 个 初等 证 明 。 我 
们 先 把 这 个 问题 分 解 成 儿 个 基本 命题 ， 当 这 几 个 基本 命题 证 明之 
后 ， 就 可 推出 费 尔 马 大 定理 n = 3 情形。 为 此 先 给 几 个 引 理 。 

引 理 2.3.1 若 p 为 素数 ，(a，p)〉=1， 则 

a?t ! 二 1(modp)。 

这 个 引 理 称 为 费 尔 马 小 定理 。 为 了 证 明 该 引 理 ， 我 们 先 证 下 
面 的 命题 。 

命题 设 p 是 素数 ， 而 hl,，h，…，h。 都 是 整数 ， 其 中 a 为 
正 整数 ， 则 (hi 二 hz2+ "+h ?三 hf+ hs+:… + hi(modp)。 


证 明 对 a 应 用 归纳 法 。 
假设 对 于 a -1 (a >1) 时 ， 命 题 成 立 ， 今 证 a 亦 成 立 。 事 
实 上 ， 由 于 
(hi +t htt ho)? = (hit ht + ho)? 

+ h? + pN, 


其 中 N 为 某 一 整数 ， 从 而 
(Rit hat et ha) (hit hte + ha-1)? 
+ h? (modp)。 
由 归纳 假设 得 
(hl + ht + h)?e(hi+thy +t +h 1)r+ he 
三 有 ++ 好 十 … 二 hf?(modp)。( 证 完 ) 
现在 我 们 来 证 明 引 理 2.3. 1。 
令 命 题 中 h;=1，i=1，2，…，a， 则 
(1+1+… 十 1)2 一 12 十 1] 如 十 … 十 12 (modp), 
个 a 个 
即 
at = a (modp), 
由 此 推出 
at 1 = 1(modp)。 
引 理 2.3.2 若 不 定 方程 
TI+y +2 =0,(r,y)=1 
有 整数 解 ， 则 必 有 
xyz = 0(mod3)。 
证 明 由 引 理 2.3.1， 有 


rx’? = zx (mod3), 
y 三 y(mod3), 
z3 = z(mod3)。 


由 此 推出 


r+yt+ z=0(mod3), 


(zx + y+ z) = 0(mod27), 
rz(z+y)+z(r+y)(r+y+z)==0(mod9), 
xzy(x + y) = 0(mod3)。 
再 由 r+ yy 三- z(mod3) 
推出 
— xy(x + y) = Zyz(mod3)。 
于 是 推 得 
TY 三 0(mod3)。 
引 理 2.3.3 若 不 定 方程 
r+y+z =0, (rx, y) =1, zyz0 (1) 
有 整数 解 ， 则 存在 整数 a，B， 使 得 不 定 方程 组 
fz+y=33 la3, 3ta, 3FB 
lz2—- zyt y=3B, (x, y) = (oa, pb) =1 
也 有 人 和解， 反之 亦 然 。 

证 明 若 (1) 的 解 为 z，y，z， 则 由 引 理 2.3.2 知 ，3| 
zyz， 不 妨 设 31z。 因 为 (zx，y) =1， 故 知 (zxz，y，z) =1， 
所 以 站 zx，3+y， 于 是 可 令 ==3"zo，3+zo， 其 中 n 为 正 整 数 。 
所 以 〈1) 可 改写 为 

(z+y)(zz-zy+ 史 ) = "do 

现在 我 们 来 证 明 

(z+yx -ry+y)= 3 
可 从 下 面 三 种 情况 来 考虑 。 

(i) 工 十 y 与 z? 一 xy+ y 没有 与 3 互 素 的 公约 数 。 如 果 不 
然 , 则 有 z 十 y=0(modp), x? -xy+y 三 0(modp),3+p,p 为 
素数 ,由 x? 一 zy+ y= (z+y) -3xy==0(modp), 得 xy 三 0 
(modp)。 但 x 三 -y (modp)， 于 是 有 px，p|1y， 这 与 〈z， 
y) =1 忒 盾 。 故 知 zx+y 与 x*- xy+ 没有 与 3 互 素 的 公约 
数 。 

(ii) x + y=0 (mod3), X22— rxy+ y 二 0(mod3)。 事 实 上 ， 由 


(2) 
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3 1 zx, 推出 31 z+ y;, 于 是 

Tt) -3ry(r + y) = 0(mod3), 故 知 
(z+y)’ 二 0(mod3), 所 以 过 二 y 三 0(mod3), 从 而 有 

Ea XZy+ y= (r+ y) 一 3ry = 0(mod3 ) 。 

(iii) x — zy + y? 0(mod3), 

如 若 不 然 ， 即 有 zx? - zy+ yy 二 0 (mod3*)， 由 (ii) 知 ， 
3zxy 三 0 (mod32)， 于 是 有 zy 三 0(mod3), 这 表明 3| >z 或 31 yy 
而 由 3|z， 则 知 3| >， 3|y, 这 与 (zx, y)=1 了 矛盾。 

由 (i)，(ii)，( 这 ) 就 可 推 知 

(z+ yr- ryt+y) = 3, 
于 是 可 令 z0= - a8，(a， p)=1， 而 有 3+c，3#+8， 则 得 
r+ y= 3 103, 
zi— ry+ y=38, 
这 说 明 方 程 组 (2) 有 解 。 
反之 ， 若 (2) 有 解 ， 亦 可 推出 (1) 有 解 。 
引 理 2.3.4 当 2” 为 不 被 3 整除 的 正 奇数 时 ， 不 定 方程 
T+t3y=n, (rx, y)=1, x>0, y>0 
的 解数 等 于 二 次 同 余 方程 
z* + 3 二 0(modn) 
的 解数 的 一 半 。 
证 明 x?+3y*=n 的 解 的 集合 记 为 
N(x,y) = jr,y| xr? +3y = nm， 
(x,y)= 1,z>0,y > 01, 


N(zosz1) = zo,z1| 2? +3==0(modn), 
xz0 ci(modn),n > zo >0n> = >0!, 
将 N(zo ，z1) 简 记 为 N(z)， 其 中 = 表示 zo 或 > 。 
作 上 映射 go: zr 二 zy(modn)，， YEN(r, y), zEN(z), 
下 面 证 og 是 N(x ，y) 到 N(xz) 上 的 一 一 对 应 ， 则 命题 得 证 。 为 
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此 ， 分 下 面 三 种 情况 讨论 之 。 

(i) Vr, yEN(z, y),， zx:+3y=n。 于 是 zx? 二 -3y 
(modz)。 由 过 = zy (modn)， 推 知 zx? 三 z?*y* (modn)， 故 有 
zy 二 -3 (modn)o 

因为 (z，y)=1， 故 有 (y，n)=1。 所 以 ，z*+3 夺 0 
(modn )。 

男 一 方面 ，zx 三 zy (modn)，z 三 zy (modn)， 由 此 知 
z( Vy=z ty(modn), (y, n)=1, 

故 有 zx 人 =z (modn)。 而 zx >0，z() >0， 所 以 zx(0 = 
z (2 ， 于 是 有 
(xz50, zf) 二 (zz 四 ), 故 go 为 N(z,y) 到 NN(z) 内 的 映射 。 
GD Y zo，z1€ N(x)， 则 必 有 有 理 数 介 ， 借 ， 使 得 
有 


&1 
下 q qvVn 7 20 goV 
其 中 (p,q) = 1,01 =-00,101<10< gSVn,i= 0,1。 


事实 上 ， 对 任意 实数 6，7 > 1， 存在 有 理 数 全 ， (p1, qi) 
二 1， 使 得 


p 1 
已 人 0< gj 委 7。 
于 是 ， 存 在 1 人 |<1， 有 
0 
|e- 生 | 
al gq17 
适当 选取 91 的 符号 ， 且 令 6= 二 ，7=V2 >1， 得 
Zi i. bi 
0O<g<Vn, |0|<1。 3 
di a gl n | 1| ( ) 
令 21 一 防 1 三 六 0， (po, qo) = 00= — 01, 于 是 得 
和 ,0< gn,101< 1 (4) 


1 go en 
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由 (3)，(4) 两 式 ， 有 
el = pin + ;Vn,i = 0,1 
设 r=Vn0, 0<|r,|<Vn, r; 显然 为 整数 ， 则 有 
dizi SE ri(modn),i = 0,1.。 
由 x?+3 圭 0 (modn) 
和 
giz?=r? (modn) 
着 . 
ri+3g?==0 (modn), i=0,， 1。 
因为 0<r2+3g:<n+3n=4n, 
故 可 分 下 面 三 种 情况 讨论 之 。 
1” ri+3g?=n, i=0, 1。 
91 >0 时 ， ri>0, 取 x= xi， Y= gio 
ri, gE N(xz, y), Bri=zigi(modn); 
91<0 时 ，00 = 一 >0， 可 取 x= ro，y = go， 
ro 三 zo09o (moda )， 故 也 有 ro，goE N(x ，y)。 
2” rit+3g!=2n, i=0, 1。 
当 xr;，gi 同 为 奇数 ， 或 同 为 偶数 ， 则 ” 必 为 偶数 ， 与 题 设 矛盾 。 
因此 ， 这 种 情形 是 不 可 能 出 现 的 。 
3” rit+3g:=3n, i=0,，1。 
上 式 等 号 两 边 同 除 以 3， 得 


2 
+3( 于 |) = ,i = 0,1。 


加 上 砾 玉 此 


当 91>0 时 ， Go<0, ro<0, 令 工 = go， ye 此 时 ， 因 ro 


三 zogo (modn )， 推 知 rozo = bgqo(modn)， 于 是 
“roz0 圭 一 3go。 (modn)， 进 而 推 得 
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故 go， = (zx，y); 当 b<0 时 ，- ri>0, 令 z=gi, y 


=- 一， 同样 ， 有 q=x |( -全 ) (modn)， 故 qi， Xe 
(zx , y)。 
由 1，2"，3" 得 知 ，g 是 满 射 的 。 
(ii) 对 任意 的 zt yl\zayy E N(z,y), 且 (x1, y1) 天 (zz， 
y2)o 由 此 知 zl 关 zy 或 yi 关 yy2。 
由 (iD 必 有 (z8，zf)，(zf?，z12?)EN(z)， 且 满足 
x1=z{V yy (modn), zs=zI 2 y, (modn)。 
这 时 ， 必 有 
(z0)， zf(D) 天 (zh2), x 人 2), 且 
z( 关 - zf27(modn )。 
事实 上 E， 若 zi 寺 ~ xf 人 (modz)， 此 时 有 
zl 三 z{V yy (modn), z= - z(Dy,(modn), 
也 就 有 
Ti1y2 + X21 0(modn )。 
因为 0 < (ziyz + x2y1) SS (rit+ ye) (ri + y2) < 
< (zi+3 邓 )(z + 3y2) = n2, 
所 以 0< ziyyt+ Ty1<no 
这 与 X12 X21 三 0 (modn) 矛盾 ， 故 
xf 介 天 一 zf (modn )。 
又 车 (z51, z(1)) = (zb2 ,zx(2), 就 有 zf 人 1) 二: (2 ,由 此 可 知 
Z132 = xz2y1(modn )。 
再 由 xi+3y?=n，i=1，2, 推出 zi<Vn, y<Vn，i= 
1，2。 此 时 有 ziy2<n，zx2zy1<n， 于 是 有 ziyz= zayie 
又 由 (zyw)=1i= 1,2, 推 出 zl 1z2,z21z1 于 是 有 zi = xy， 
5 三 y2, 这 与 Z1 天 zz 或 yl 天 y2 蔬 盾 。 故 知 g 是 单 射 的 。 
由 (Gi)， (站 )， (这) 可 知 g 是 一 一 对 应 ， 而 N(z ，y)，N 


98 数学 猜想 集 


(>) 均 为 有 限 集 ， 从 而 知 N(x ，y) 中 元 的 个 数 = N(xz) 中 元 的 
个 数 。 于 是 命题 得 证 。{ 证 完 ) 
引 理 2.3.5 设 ”为 不 被 3 整除 的 正 奇数 ， 则 同 余 方程 
z+:+3 汪 0(modn) 
与 同 余 方 程 
z+:+ 3 三 0(modn’) 
的 解数 相等 。 
证 明 分 两 种 情形 证 明 。 
(i) 若 n= zp 为 大 于 3 的 素数 ， 则 
zx:+3 二 0(modp*),k >0 
的 解数 为 
= 
el 
其 中 ( 忆 ) 为 Legender 符号 。 故 当 n 为 大 于 3 的 素数 时 。 引 理 
成 立 。 
(ii) 当 2 为 不 被 3 整除 的 正 奇数 时 ， 可 令 n= pip 和 2… phi。 
若 同 余 方 程 
z*+3=0(modp’*i),i = 1,2,.,17 
的 解数 为 T;， 则 同 余 方 程 
z? +3 三 0(modn’) 
的 解数 为 
i 
由 (i) 知 ， 同 余 方 程 
z+ 3 0(modn) 
的 解数 也 等 于 十 ， 于 是 引 理 证 毕 。 
推论 者 n 为 不 被 3 整除 的 正 奇数 时 ， 则 不 定 方程 
rz +3y = n,(r,y)=1 
与 不 定 方程 
区 2 十 3y? 一 23， (zx, y) = 1 
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的 解数 的 个 数 相等 。 
引 理 2.3.6 不 定 方程 
XT +3y = zx,(r,y)=1 (5) 
的 一 切 整数 解 都 可 表 为 
(zt = wu? — 9uv’, 
Ay= uv -3v,(u,v) = 1,3*u, (6) 
| = wu? 十 3v?,U,v 为 一 奇 一 侦 。 
证 明 Ni 记 为 (5) 的 解 集合 ，N, 记 为 (6) 的 解 集合 。 
分 下 面 两 种 情况 证 明 。 
(i) 对 任意 z，y，zE Ni， 易 验证 
(az3 — 9uv) + 3(3uv — 30) = (uu? + 3v0)), 
且 (w,v) = 1,3 卡 u, ,wv 为 一 奇 一 偶 。 由 此 推出 (w,3v) = 1, (wu， 
ut v)=1,(u,u -vv) = 1,(u+30),(u -3v) 分 别 与 u + vw， 
& 一 v 互 素 。 
由 (6) 推 出 (z，y)=1， 所 以 N,CNio 
(ii) 对 于 任意 xz，y，zENI， 由 (x，y)=1 推出 = 为 不 
被 3 整除 的 正 奇数 。 事 实 上 ， 若 3|z， 推 出 3|zx，3|y， 牙 盾 。 
又 若 z 为 偶数 ， 推 知 zx，y 均 为 奇数 。 令 工 =2&+1，?=2zm + 
1。 代 入 (5) 中 可 算得 (5) 式 两 边 一 奇 一 偶 ， 这 是 不 可 能 的 。 故 > 
为 不 被 3 整除 的 正 奇 数 。 
所 以 对 于 上 述 的 = 由 推论 知 w*+3v? = z 与 z?+3y = 2 
的 解数 相等 , 并且 满 足 3 赴 wxw, (&,v) = 1, u,v 为 一 奇 一 侦 , 而 且 由 
(6) 中 对 +3v = x 的 每 一 满足 条 件 的 ,wv 确定 (5) 的 一 组 解 。 如 
果 能 证 明 对 某 一 固定 的 z, 由 xz + 3v? = z 所 确定 的 两 组 不 同 的 
解 (u1, v1), (wz, v2), 则 由 (6) 确定 的 (zi, yi) 与 (zz, y2) 也 不 一 
样 。 便 有 Ni C N,。 
我 们 再 证 : 若 (wi, vi) 关 《42 02), 则 (zi, y1) 天 (zyz)。 事 
实 上 ,如若 不 然 , 即 有 (zi,yi) = (za,y2), 可知 zl = T2, 1 一 y2。 
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由 
诗 zy = uv(u* — 9v)(u — v) 
= uv(wu+ 3v2)* 一 16zx3m3 
= zaz2 — 16u’w’ 
可 推 得 


uiviz  — 16uivi = us vz — 16u? v3, 
将 上 式 移 项 分 解 ， 得 
(wivi — uv2) [2 ~ 16(u?v? + urviuvs 十 ao2)] 
= 0。 
因为 = 为 正 奇数 ， 故 有 wi1v1= wu2v2。 由 
x+3o = cud+3v= x 
有 好 +3 呈 = 由 +3 吗 
与 等 式 2V3wivl =2V3zww, 相 加 ， 得 
uf + 3vI+2 V3uvi = ud +3v2 + 23 av, 
即 
(ui + V3v1)? = (us, + V3v2)o 
两 边 开 平方 得 
ui + V3vi =+ (us + V3v,), 
于 是 有 
Ul 三 土 Wwy， V1 二 土 w2o 
再 由 (6) 中 ，z1 = wi(wi 一 9v?)， 
Xx2= Wu2( ui — 9v3), 
推 知 wi= ua，zl= v2。 这 与 (ui, v1) 关 (uz, az) 矛盾。 
由 (i),， (让 知 有 Ni = Nz。 
引 理 2.3.7 不 定 方程 
Xx +3y=3z, (zx, y)=1 


的 整数 解 可 表 为 
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[ = 9z2m — 9v’, 
y= u— Quv’, (u,v) = 1,3+*u, 
= = wu 十 3v, u,v 为 一 奇 一 偶 。 
证 明 若 xz*+3y =3z? 有 和 解 ， 则 3|x， 将 方程 变形 为 


SE 
由 引 理 2.3.6 可 得 


之 二 Ee 4，v 为 一 奇 一 侦 。 
再 变形 ， 就 得 所 求 之 解 。 
引 理 2.3.8 不 定 方程 
ZX 一 zy 十 y = 323,(z,y)=1 
的 一 切 整 数 解 可 表 为 
T=u t+Qu vu -9v, 
4 y=2u— 18uv’, (7) 


z= u:+3v2, 


X=u +9u vu — 9v’, 


4y=—u +t+Ou rv+Qu — 9v’, (8) 


z=u*+3v’, 
其 中 (w，w) =1，3 引 xs，vw，m 为 一 奇 一 侦 。 
证 明 易 验 证 (7),(8) 为 不 定 方程 
Xz- rzy+ y= 3z3,(z,y)= 1 
的 解 。 分 下 面 两 种 情形 讨论 。 
(i) 当 21zy 时 ， 不 妨 假定 2| >， 则 原 不 定 方程 可 改写 为 


2 2 
人 人 
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由 (x,y) = 二 推 知 (= ~ 学, 学 )= 1, 于 是 由 引 理 2.3.7 推 知 


之 =9uv 一 9z3， 


7 2 
ea (u, v)=1, 3hu 


= wu?* 二 3v*?，z，w 为 一 奇 一 偶 。 
由 此 解 出 zx，y， 可 写成 (7) 的 形式 。 
(i) 当 ?站 zy 时 ， 推 知 21z+ y，21z - y， 于 是 原 方程 可 改 
写 为 
六- 二 人 :一 < 
[人 -ae 


0 人 全 | 生生 于 是 
由 引 理 2.3.7， 得 
[E32=9u v9, 


E32 = 9uv, (u, v)=1, 3tu, 


z= w+3v, UW, 也 为 一 奇 一 侦 。 
由 此 ， 解 出 +，y， 可 写成 (8) 的 形式 。 
引 理 2.3.9 不 定 方 程 


XI +y +x =0,， ryz0 (9) 
无 整数 解 。 
证 明 不 妨 设 (z，y，>z) =1， 由 引 理 2.3.3 知 ，(9) 可 改 
写 为 
x + 人 +33z = 0(zyz) = 1, (10) 


其 中 xyz1 关 0，3tx，3Fy，3z1，n 宇 0。 
对 xn 应 用 数学 归纳 法 。 
当 n=0 时 ， 显 然 定 理 真 。 
坷 mn 一 1 真 ， 下 证 对 ” 亦 真 。 如 若 不 然 ， 即 (10) 有 整数 解 ， 
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由 引 理 2.3.3 知 ， 存 在 整数 <，p8， 使 得 zx，y 满足 
T+y=3" lg3, (a, B)=1,，n 之 1, (11) 
rxyt+y =38, 3ha, Bb, 

那么 ， 由 引 理 2.3.8 中 的 (7) 代 入 上 式 ， 得 
Z+y=3u3+9a2m —27uv: -9v2= 33” 193, 

u +3u vu — 3v =33" 203, (nl1)o 
由 3tw; 推 知 上 式 左 边 不 被 3 整除 ， 而 右边 为 3 的 倍数 ， 了 矛盾 。 
而 引 理 2.3.8 中 的 (8) 代 入 (11) 可 得 
2v(u + v)(u — v) = 3 D3, 

由 (ww，v)=1，3Fxwx，w，wv 为 一 奇 一 偶 ， 推 知 2v，w +v,， uu 

-vv 两 两 互 素 ， 则 其 中 必 有 一 个 能 被 334” 27 整除， 于 是 可 令 «= 

aiBiri, 且 al， Bi, ri 两 两 互 素 ， 则 可 得 

(1) 车 33*-D|2w， 不 妨 设 2v = 33(02 1 73， ut+v= o3， 

-v= 二 户 ， 三 式 消去 v， 得 

ad + (- PB) +33 0(- ri) = 06 (12) 
人) 若 33"*-D|w— vw, 不 妨 设 uv= 3 Ly, uty= 

a3，2wv = 让， 消去 4，v， 得 

az+(- Bi)?+3" ND(- r)’ = 0。 (13) 
(ii) 车 3 了 w+v， 不 妨 设 w+v=33” Dr3,， wu 一 v= 

及，2v=a?， 消 去 ww，v， 得 

ai+Pt3" (r=0 (14) 
上 面 式 (12)，(13)，(14 ) 均 与 归纳 假设 矛盾 ， 故 对 任意 非 
负 整 数 nx，(10) 无 整数 解 ， 从 而 (9) 无 整数 解 。( 证 完 ) 


(四 ) 从 勒 让 德 到 库 姆 尔 


1. 关于 n=5 和 n=7， 分 图 整数 


勒 让 德 (Legendre，Adrien-Marie，1752 一 1833) 和 狄 利克 
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雷 于 1825 年 对 于 第 二 个 奇 素数 5 的 情形 证 明了 费 尔 马 大 定理 。 
所 用 的 方法 本 质 上 是 欧 拉 证 明 n = 3 情形 所 用 方法 的 推广 。 前面 
我 们 已 经 谈 过 与 欧 拉 关键 的 等 式 p+gvV -3= (a+bV-3)? 相 
应 的 等 式 在 这 里 是 p+ gy5= (a+bV5);。 为 了 证 明 p+ gy5 
=5 次 帘 ， 不 仅 要 假定 p* -5q? 是 一 个 五 次 害 目 p 与 9 互 素 ， 而 
且 还 要 假定 p 与 g 是 一 奇 一 偶 ， 且 q 被 5 整除。 这 就 比 在 证 明 
n=3 的 情形 要 复杂 得 多 。 狄 利克 雷 证 明 这 一 事实 是 基于 对 于 形 
如 xz? 一 5y? 的 数 进行 研究 的 结果 。 他 的 证 明 是 仿照 欧 拉 关于 对 
形 如 xz?+3y? 的 数 研 究 等 工作 以 及 拉 格 朗 日 和 高 斯 的 工作 进行 
的 。 

1839 年 ， 拉 梅 (Grabriel Lame，1795 - 1870) 对 于 第 三 个 
奇 素 数 7 证 明了 费 尔 马 大 定理 。 但 所 用 的 证 明 方 法 十 分 繁 难 、 苑 
长 且 与 7 的 个 性 紧密 联系 在 一 起 ， 从 这 个 证 明 中 丝毫 窥视 不 出 证 
明 ”等 于 其 他 情形 的 任何 曙光。 研究 费 尔 马 问 题 必须 创造 新 的 
方法 ， 才 能 取得 突破 性 的 进展 。 

1847 年 ， 拉 梅 为 了 证 明 一 般 的 费 尔 马 大 定理 ， 他 引进 了 1 
的 n 次 复 根 即 a* = 1， 其 中 a 为 复数 ， 但 对 于 任何 小 于 ”的 
正 整 数 k&，a* 关 1。 

注意 1，a，a*，…，a” 是 方程 2” -1=0 的 根 ， 所 以 根据 
代数 基本 定理 有 

zl1= (zl1)(z—a)(z a)"(z—a" !), 


令 = 然后 方程 两 边 同 乘 以 y。 因为 只 要 考虑 n 为 奇数 的 情 
形 就 够 了 ， 故 有 

Zn 十 办 = (rty)(rtay)(rta’ 'y)o 
因此 ， 我 们 知道 zx” + y” 的 每 个 因子 是 形 如 


aptaiat++a,ia" ! 


的 数 ， 其 中 ao，ai，…，an-1 是 整数 。 我 们 把 这 种 形式 的 数 叫 
做 分 圆 整 数 。 分 圆 整数 也 与 数 a + 5 V -3 一 样 构成 一 个 数 环 。 
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特别 ， 当 OW =0 时 ， 这 时 分 圆 整 数 就 是 普通 的 
整数 了 。 因 此 分 圆 整 数 的 集合 包含 了 普通 整数 的 集合 。 这 样 一 
来 ， 把 原来 考虑 不 定 方程 解 的 问题 从 一 个 小 范围 扩展 到 一 个 大 范 
围 ， 这 就 可 能 为 寻找 解 带 来 更 大 的 周旋 余地 。 

正 由 于 分 圆 整 数 是 一 个 数 环 ， 因 此 拉 梅 就 把 整数 的 一 些 性 质 
类 比 到 分 圆 整数 上 来 。 他 提出 如 下 断言 ， 互 素 的 分 圆 整 数 的 乘积 
是 一 个 半 次 寡 ， 只 当 每 个 分 圆 整 数 是 一 个 次 宪 。 根 据 这 一 断 
言 ， 拉 梅 推出 不 定 方程 xz" + y* = zx" 不可解。 而 上 述 的 断言 是 基 
于 分 圆 整 数 因 子 分 解 的 唯一 性 ， 然 而 在 分 圆 整数 的 集合 中 ， 因 子 
分 解 的 唯一 性 并 不 成 立 。 这 就 导致 拉 梅 的 证 明 是 错误 的 。 他 的 错 
误 也 正如 欧 拉 的 错误 是 一 样 的 ， 把 普遍 整数 因子 分 解 唯一 性 定理 
类 比 到 分 圆 整 数 上 来 。 

1844 年 ， 库 姆 尔 (Ernst Eduard Kummer， 德 国人 ，1810 一 
1893) 证 明了 分 圆 整 数 唯一 因子 分 解 定理 通常 并 不 成 立 。 当 他 继 
续 研究 分 圆 整 数 时 ， 想 了 一 种 办 法 ， 可 以 把 唯一 分 解 这 一 概念 加 
以 变更 ， 使 得 变更 后 ， 可 以 用 来 证 明 分 圆 整 数 的 更 有 用 的 性 质 。 
库 姆 尔 在 分 圆 整 数 中 引入 了 一 个 新 概念 一 一 理想 素 因子 。 正 由 于 
这 个 概念 的 引入 ， 使 分 圆 整数 以 及 像 a + 5 V -3 的 数 ， 就 可 以 
由 唯一 因子 分 解 推出 其 最 重要 的 性 质 ， 从 而 使 费 尔 马 大 定理 的 研 
究 取 得 了 前 所 未 有 的 最 大 进展 。 为 了 较 深 入 地 了 解 库 姆 尔 所 取得 
的 结果 ， 下 面 我 们 先 简单 介绍 一 下 有 关 代 数 数论 的 知识 。 


2. 代数 数论 基本 知识 


欧 拉 在 证 明 费 尔 马 大 定理 x =3 的 情形 ， 引 进 了 形 如 at 
b VV 一 3 的 数 ， 其 中 a，5 为 整数 。 这 个 数 所 组 成 的 集合 显然 包 
含 普通 整数 集合 ， 它 有 许多 性 质 与 整数 集合 相 类 似 。 因 此 ， 使 我 
们 联想 到 ， 若 a，6。 为 整数 ， 那 么 复数 a + 65i 所 组 成 的 集合 是 否 
也 具有 与 普通 整数 (为 了 区 别 以 后 所 说 的 其 他 整数 ， 称 普通 整数 
为 有 理 整数 ) 集合 相同 的 性 质 呢 ? 下面 我 们 就 来 研究 这 一 问题 。 
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设 z 表示 全 体 整 数 所 组 成 的 集合 ， 若 a，65 Ez， 那么 复数 
a + bi 叫做 复 整数 ， 由 复 整数 全 体 所 组 成 的 集合 记 为 
z(i)= la+bila,be 2 上 |。 
特别 ， 当 5=0 时 , z(i) = z。 
显然 ， 当 a + bi€Ez(i), c+die z(i) ， 则 有 
atbitctdi=(at+c)+(b+d)ie€ zr(i), 
atbi-(ctdi)=(a~c)+(b- d)i€ <z(i), 
(a+bi)(c+ di)= (ac ~- bd) + (ad + be)iE (i1)o 
设 Q= falea 为 有 理 数 |。 若 w， BEQ， 则 称 复数 w+ 应 
为 有 理 数 复数 。 由 有 理 数 复数 的 全 体 组 成 的 集合 记 为 
Q(i) = ja + 应 | ay， RE Q|。 
显然 , Q(i) DD x(i), Q(i) DQ。 
对 于 复数 的 加 法 和 乘法 ，Q (i) 组 成 一 个 数 域 , 通常 吊 Q(i) 
是 i 添加 到 Q 上 的 代数 数 域 。 
现在 我 们 要 问 在 Q(i) 中 的 复 整数 是 否 具有 有 理 整 数 的 一 些 
类 似 性 质 呢 ? 为 此 ， 我 们 先 定义 Q(i) 中 的 复 整数 的 有 关 概 念 。 
设 4A，B 和 关 0， 且 4，BEZ(i)， 如 果 存 在 CEZ(i)， 使 
A= BC, 
则 称 B 整除 A， 记 为 B14; 否则 ， 称 B 不 整除 A， 记 为 BtA。 
在 复 整数 中 ， 整 除 1 的 有 +1，+ti， 这 四 个 数 叫 做 Q(i) 的 
单位 数 。 
若 4A=a+8Ez(i),A 的 共 轰 数 为 4 =a-5i, 则 N(A) 
= AA = a? + b? 叫做 A 的 范 数 。 显 然 有 
We = 0， 
N(A) = <*1, A 是 单位 数 ， 
ea“ 二 6? > 1, 其他。 
设 e 为 Q(i) 的 单位 数 ，A，BE 2Z(i)， 如 果 满 足 方程 A = 
Be， 则 称 A 与 B 相 结 合 。 例 如 3 一 i= 一 i(1+3i)， 所 以 3-; 和 
1+3i 是 相 结 合 的 。 
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设 N(A) > 1， 对 任何 分 解 式 
A=BC 
若 有 N(B) = 1 或 NCC) = 1， 则 称 A 是 Q(i) 的 素数 ， 记 为 x。 
可 证 明 
定理 2.4.1 Q(i) 中 的 素数 是 1+ i 和 它 的 相 结合 数 ， 有 理 
素数 g (4g 三 3(mod4)) 和 它 的 相 结合 数 ， 有 理 素数 p (Pp 二 1 
(mod4)) 的 因数 a + bi。 
类 似 有 理 整 数 ， 可 证 明 复 整数 唯一 分 解 定理 ， 即 有 
定理 2.4.2 设 NA)>L1，A=rl…r=T1 mpT 《11 之 
1，m 宇 1)， 则 有 n= m， 且 诸 x; 以 适当 的 次 序 是 诸 x'; 的 相 结 
合 数 。 
现在 我 们 用 上 面 所 介绍 的 代数 数论 的 基本 性 质 ， 求 出 在 第 一 
章 (二 ) 中 所 说 的 不 定 方程 的 全 部 正 整数 解 ， 即 求 不 定 方程 
r+y=z, xz>0,y>0,z>0, 


(x,y)=1, 217x (1) 
的 整数 解 。 
为 了 求 (1) 的 解 ， 我 们 把 方程 变形 为 
(z+yi)(z- %) = zo (2) 


设 z+ yxw，z 一 wi 的 最 大 公 因 数 为 4， 则 d12zx，d12x。 因 为 2 
Fz，(x，y) =1， 故 d=1。 由 定理 2.4.2 和 (2 )， 得 

XK+yi 二 (c + di)’, (3) 
或 

r+ = i(-at+ bi), (4) 
而 2 外 y， 故 (3) 为 不 可 能 。 由 (4) 得 

ri+y=2ab+(a?— 06)i, 
所 以 X=2ab, y=a’— bo 
再 由 (1) 得 z=a?*+65*， 其 中 4a>b>0，a，, 5 为 一 奇 一 偶 ， 且 
满足 (a,5)=1 的 任意 整数 。 这 正 是 我 们 在 第 一 章 〈 二 ) 中 所 得 
的 结果 。 由 此 看 来 ， 利 用 代数 数论 的 知识 很 容易 把 方程 (1) 的 
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解 求 出 来 了 。 代 数 数论 可 以 用 来 解决 某 些 不 定 方程 问题 . 

下 面 ， 我 们 把 数 域 Q(i) 的 概念 一 般 化 。 我 们 知道 ， 在 Q 
(让) 中 任 一 数 g = a+ 6i 适合 多 项 式 x? -2axr+ a?+ 0*,， 当 a€Ez 
(i) 时 ，a 适合 一 个 首 项 系数 为 1 的 整 系数 的 二 次 多 项 式 。 一 般 
地 ， 设 n>0， 如 果 复 数 9 是 一 个 系数 为 有 理 数 的 n 次 (有 理 数 
域 上 ) 不 可 约 多 项 式 的 根 ， 则 称 9 为 次 代数 数 。 如 果 9 为 一 
个 首 项 系数 为 1， 其 余 系 数 为 有 理 整 数 的 n 次 不 可 约 多 项 式 的 
根 ， 则 称 9 为 n 次 代数 整数 。 

现在 介绍 一 般 代数 数 域 的 基本 概念 和 基本 性 质 。 

设 9 是 一 个 ”次 代数 整数 ，Q 是 有 理 数 域 ，Q(9) 表 示 9 添 
加 到 Q 上 得 到 的 ”次 代数 数 域 。 任 一 数 wE Q(0)， 均 可 写 为 


cc 一 Co0+taig+ 十 an 1 加 1 Qi 各 Q， 1 二 0， 1 ， BE 1 
1。 记 96= 0 中 ， 并 设 9 ，…，9(") 为 8 所 适合 的 不 可 约 多 项 式 
的 其 他 -1 个 根 。 


设 Oag) 将 6 让 
2，3，…，n) 为 a 的 共 斩 数 ， 又 称 
N(a) 和 Ry 
为 a 的 范 数 。 
设 a 是 Q(9) 中 的 一 个 代数 整数 ， 如 果 a :也 是 代数 整数 ， 
则 称 a 为 Q(0) 的 单位 元 。 
对 于 非 单 位 元 的 整数 a 关 0€ Q(0), 如 有 Q(9) 中 的 代数 整 
数 8，y， 且 均 非 单位 元 ， 使 a = By， 则 称 a 在 Q(b) 中 可 分 解 ; 
否则 ， 称 a 是 Q(0) 中 的 素数 或 不 可 分 数 。 
Q (9) 中 任 一 非 单位 元 的 整数 可 分 解 为 素数 的 乘积 。 但 是 ， 
在 许多 代数 数 域 中 素 因 数 的 唯一 分 解 性 不 成 立 。 
设 aa，…，o 为 Q(9) 内 任意 g 个 代数 整数 ， 称 所 有 形 如 
rial 十 十 ragag(ris…, ro 为 Q(0) 中 的 整数 ) 
的 代数 整数 组 成 的 集 为 由 a;，…，a, 生成 的 理想 数 ， 记 为 [al， 
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es ar]。 设 A= [ai, i ay]， B= [Bi, ， B,J]， 定义 
AB = [aipBi, ， a1B,, py asp1， 9， asp ] 。 

若 一 理想 数 除了 单位 理想 数 [11] 和 本 身 以 外 无 其 他 因子 , 则 称 为 素 

理想 数 。 只 由 一 个 代数 整数 a 生成 的 理想 数 [a] 称 为 主 理想 数 。 

定理 2.4.3 ” 任 一 不 同 于 单位 理想 数 [1] 和 [0] 的 理想 数 
A， 可 以 分 解 为 素 理想 数 的 乘积 ， 且 如 果 不 计 其 排列 的 次 序 时 分 
解法 唯一 。 

设 a，8 是 Q (9) 中 的 代数 整数 ， 若 A| [c - 8]， 则 称 a 
和 有 8 对 模 A 同 余 ， 记 为 a 三 hp (modA)。 根据 这 一 同 余 关 系 可 以 
将 域 Q (9) 中 的 全 体 代数 整数 模 A 进行 分 类 ， 其 类 数 是 有 限 
的 ， 记 为 N (A)， 该 数 叫做 理想 数 A 的 范 数 。 

设 A，B 是 Q(6) 上 的 理想 数 , 如 果 有 Q(0) 上 的 主 理想 数 
[a] 和 [8]， 使 

[a] A= [8] B 
成 立 ， 称 A 与 B 属于 同一 理想 类 ， 以 A 一 B 记 之 。 由 此 ， 可 将 
Q (9) 上 的 全 体 理想 数 进行 分 类 ， 称 为 理想 数 类 ， 其 类 数 为 一 
有 限 数 ， 以 h 表 之 。 
定理 2.4.4 对 Q(9) 上 任 一 理想 数 A， 总 有 
A*= [8]， 
其 中 8 是 Q(9) 中 的 一 个 代数 整数 。 

设 w=e， 则 jy， 六 ，…， 态 -1 是 有 理 数 域 Q 上 不 可 约 多 

项 式 
F(z)= zt1+p +.…+z+l 


的 全 部 根 。 显 然 有 


域 Q(7)= Q(7)=…= Q( 1) 叫 Q 上 次 数 为 p 一 1 的 分 圆 域 。 
定理 2.4.5 设 x=1-7， 则 有 Q(7) 中 理想 数 
[pj] = fr] 


i110 


数学 猜想 集 
且 有 N(x)= p 


，X 为 素数 。 
设 Q(7) 的 类 数 为 h”， 如 果 phh， 则 pp 叫做 正则 素数 ， 如 果 
PP1h， 则 p 叫 非 正则 素数 。 

3， 关 于 正则 素数 


1847 年 ， 库 姆 尔 得 到 费 尔 马 大 定理 成 立 的 充分 条 件 ， 即 
定理 2.4.6 ”对 于 正则 素数 p， 
x+ y= 


没有 使 zyz 尖 0 的 整数 解 。 


在 小 于 100 的 素数 中 ， 除 了 37，59，67 外 其 余 都 是 正则 素 
数 ， 这 就 是 说 ， 对 于 小 于 100 的 素数 ， 除 了 37，59，67 外 费 尔 
马 大 定理 均 成 立 。 


如 何 判定 一 个 素数 为 正则 的 呢 ? 有 如 下 方法 。 由 下 式 
-2 


zt 3 (~ 1)™- 1Bmr2” 
ee—1 Fe (2m)! ” 
定义 贝 努力 数 B, (m= 1，2，…)。 
经 计算 知 


691 7 
Bs 6 = 3730’ B= 
_43867 ,, _ 174611 
510” ” 798， 1 
等 等 。 


定理 2.4.7 设 p>3， 如 果 奇 素数 不 整除 前 二 (p-3) 
个 贝 努力 数 的 每 一 个 的 分 子 ， 则 p 是 正则 素数 。 
通过 上 面 的 定理 我 们 就 可 判定 一 个 奇 素数 是 否 为 正则 素数 。 
100 以 内 的 非 正 则 数 只 有 3 个 ， 在 3 委 p 委 4001 的 素数 p 
中 ， 有 334 个 正则 素数 ，216 个 非 正 则 素数 。 


通过 直觉 和 数值 计算 来 看 ， 可 猜想 存在 无 穷 多 个 正则 素数 。 
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但 此 断言 至 今 未 获得 证 明 。 我 们 知道 ， 素 数 分 为 正则 素数 与 非 正 
则 素数 。 经 计算 表明 60% 的 素数 是 正则 的 ， 因 此 有 理由 相信 在 
素数 集合 中 多 数 是 正则 素数 ， 少 数 是 非 正 则 素数 。 但 被 认为 较 大 
的 子 集 却 不 能 证 明 有 无 穷 多 元 素 ， 而 对 其 余 集 倒 证 明了 有 无 限 多 
个 形 如 4&+3 的 非 正则 素数 。 


4. 其 它 一 些 结果 


1857 年 ， 库 姆 尔 对 于 100 以 内 的 三 个 非 正则 素数 37，59， 
67, 给 出 了 证 明 ， 但 存在 一 些 缺点 。1892 年 米 里 曼 诺 夫 
(Dimitry Mirimanoff，1861 - 1945) 对 于 n= 37 时 的 费 尔 马 大 定 
理 给 出 一 个 严格 的 证 明 。 

对 于 费 尔 马 问题 

z+ y= zt, 

如 果 加 上 条 件 (zyz, p) = 1, 叫做 费 尔 马 大 定理 的 第 一 种 情形 ;如 
果 加 上 条 件 (zyz,p) = p ， 叫 做 费 尔 马 大 定理 第 二 种 情形 。 

在 Q(9) 的 代数 整数 环 中 考虑 费 尔 马 问题 第 一 种 情形 为 


a +P+7y?=0,(a8y,p)=1 (5) 
在 Q(9) 中 没有 整数 解 。 第 二 种 情形 等 价 变形 为 
a? + p= eAPyt, (apy, p) = 1 (6) 


(其 中 ”为 自然 数 ，e 为 Q(0) 的 单位 元 ,1 =1-0) 在 Q(0) 中 没 
有 整数 解 。 

设 Q(9) 的 类 数 为 h”，1847 年 库 姆 尔 得 到 

定理 2.4.8 如 果 (h，p) =1,(5) 与 (6) 均 没有 解 。 

库 姆 尔 的 理想 素数 以 及 与 它 相 关 的 某 些 数 类 现在 都 叫做 理想 
数 。 当 前 理想 数论 已 发 展 成 为 数学 中 一 个 专门 分 支 。 库 姆 尔 引 入 
理想 素数 这 一 概念 不 仅 对 于 研究 费 尔 马 大 定理 具有 重要 作用 ， 而 
且 由 此 发 展 出 理想 数论 这 样 一 门 新 的 数学 学 科 。 这 一 事实 充分 说 
明了 在 解决 数学 难题 的 过 程 中 ， 通 过 理论 思维 的 能 动作 用 ， 可 以 
产生 新 的 数学 思想 ， 从 而 丰富 和 发 展 数学 理论 。 
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库 姆 尔 是 怎样 引进 理想 素数 概念 的 呢 ?” 他 是 在 继承 前 人 研究 
成 果 的 基础 上 ， 充 分 发 挥 他 的 科学 想象 力 开 拓 出 来 的 。 欧 拉 基 于 
唯一 因子 分 解 定理 ， 在 形 如 a + 5 V 一 3 的 集合 中 ， 证 明了 费 尔 
马 大 定理 n=3 的 情形 。 尽 管 这 一 结果 是 对 的 ， 但 证 明 的 方法 是 
错误 的 。 拉 梅 基于 唯一 因子 分 解 定理 在 分 圆 整 数 集合 中 证 明了 费 
尔 马 大 定理 ， 这 一 证 明 方法 和 在 分 圆 整数 集合 因子 分 解 唯一 的 结 
果 都 是 错误 的 。 错 误 是 成 功 的 先导 ， 从 错误 中 使 人 得 到 启示 。 无 
论 是 欧 拉 的 证 明 ， 还 是 拉 梅 的 证 明 ， 都 说 明 唯一 因子 分 解 定 理 对 
于 证 明 费 尔 马 大 定理 是 多 么 重要 ， 只 要 唯一 ， 就 可 推导 出 费 尔 马 
大 定理 成 立 。 因 此 ， 就 使 人 们 想到 ， 在 什么 情况 下 才能 使 因子 分 
解 唯一 呢 ?” 这 就 需要 把 原来 所 考虑 问题 的 范围 缩小 ， 从 而 引导 出 
理想 素数 的 概念 来 ， 创 造 出 理想 数论 的 方法 。 新 学 科 的 诞生 是 置 
根 于 已 有 问题 研究 的 土壤 之 中 。 只 有 继承 ， 才 能 开拓 ， 一 个 有 作 
为 的 科学 开创 者 ， 必 须 了 解 所 研究 问题 的 来 龙 去 胀 ， 要 掌握 前 人 
已 取得 的 成 果 ， 即 使 是 错误 的 ， 也 同样 具有 启发 性 ， 然 后 发 挥 高 
度 的 科学 想象 力 ， 这 样 才 有 可 能 创立 科学 新 成 果 ， 开 辟 科 学 新 领 
域 ， 从 而 推动 科学 的 发 展 。 


(五 ) 费 尔 马 大 定理 研究 的 一 些 新 成 果 


1， 考虑 结论 反面 的 必要 条 件 


我 们 也 可 以 从 费 尔 马 大 定理 相反 的 结论 考虑 问题 ， 也 就 是 
说 ， 如 果 不 定 方程 有 正 整 数 解 ， 看 能 推出 什么 结论 ， 由 此 可 判断 
方程 没有 正 整 数 解 的 范围 。 

1905 年 ， 米 里 曼 诺 夫 得 到 如 下 结果 : 

定理 2.5.1 在 第 一 种 情形 ， 如 果 

Xr+y= zr? 


具有 xyz 关 0 的 整数 解 ， 则 对 于 所 有 的 -上 = xz/y，y/xX，y/x， 
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zx/y，z/z，z/z， 有 
Bonfy 2n(t) = 0(modp), 
m = 1,2,.…,(p — 3)/2, 


其 中 B。 为 第 mm 个 由 努力 数 ，f。(1) = 人 "iv 这 叫做 库 姆 尔 


判 据 。 

将 如 下 形式 整理 变形 ， 于 1909 年 ， 外 斐 力 什 《〈A， 
Wieferich) 证 明 

定理 2.5.2 在 第 一 种 情形 ， 如 果 

T+ y= x? 
具有 zyz 关 0 的 整数 解 ， 则 

(227! — 1)/p = 0(modp) (1) 
成 立 。 

但 适合 上 面条 件 的 p 相当 少 ， 当 p<<2000 时 ， 只 有 一 个 数 
1093， 使 (1) 成 立 ; 当 <3700 时 ， 只 有 1093，3511 两 个 数 ， 
使 (1) 成 立 ，1963 年 ， 确 定 了 当 p< 之 200183 时 ， 也 只 有 这 两 个 
数 ， 使 (1) 成 立 ; 后 来 确定 了 ， 当 p31059000 时 ， 也 是 只 有 
这 两 个 数 ， 使 (1) 式 成 立 。 

上 面 的 定理 被 后 来 的 数学 家 作 了 一 系列 的 推广 ， 例 如 ，1912 
年 ， 富 特 王 格 尔 (Ph. Furtwingler) 得 到 如 下 结论 : 

定理 2.5.3 在 第 一 种 情形 ， 如 果 

Xx? yy = z? 
具有 zyz 天 0 的 整数 解 ， 则 有 
(3?°!1 -1)/p = 0(modp)。 
1940 年 ， 罗 塞 尔 (Ja.B.Rosser) 得 到 
定理 2.5.4 在 第 一 种 情形 ， 如 果 
xz? 十 3 和 2z? 
具有 xyz 关 0 的 整数 解 ， 则 有 
(me™!— 1)/p = 0(modp), (2) 
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对 于 2 委 m 委 43 的 所 有 的 m 均 成 立 。 

1941 年 ， 罗 塞 尔 应 用 这 个 定理 ， 证 明了 当 p<41000000 时 ， 
同一 年 ，D.H.Lehmer 入 .Lehmer 更 进一步 改进 这 一 结果 ， 证 
明 当 p<253749889 时 ， 费 尔 马 大 定理 第 一 种 情形 成 立 。 

1934 年 ， 日 本 的 森 岛 得 到 

定理 2.5.5 如 果 (四 ) 中 (5) 在 Q (7) 中 具有 整数 解 
a，8，7y， 则 (2) 对 于 2 委 委 43 中 所 有 的 mm 均 成 立 。 


2， 充分 条 件 


设 p 为 奇 素数 ，7 为 1 的 本 原 p 次 军 根 ，Q(w) 为 在 有 理 数 
域 Q 上 添加 7 后 得 的 分 圆 域 ，h 为 Q(7) 的 类 数 ， 设 Q(7) 中 包 
含 的 实 域 Q( n+ 91) 的 类 数 为 h，， 则 hs 为 h 的 因子 ，h1=h/ 
hh 称 为 h 的 第 一 因子 ，h, 称 为 的 第 二 因子 。 

继 库 姆 尔 之 后 ， 数 学 家 对 费 尔 马 大 定理 的 研究 又 得 到 了 更 广 
泛 的 充分 条 件 。1929 年 ， 美 国 的 得 克 萨 斯 大 学 范 迪 威 尔 
(H.S.Vandiver) 得 到 

定理 2.5.6 如 果 (hz2,p) = 1 和 贝 努力 数 Bs,s(m = 1,2， 
…, (pp 一 3)/2) 的 分 子 都 不 能 用 请 整除 , 则 

XI?+y = x? (3) 
没有 xyz 关 0 的 整数 解 。 

1928 一 1936 年 ， 范 迪 威 尔 ， 通 过 计算 证 实 ， 对 于 2<p< 
619，.r?+ = zx? 没有 正 整 数 解 。 

1944 年 ， 谢 立 费 力 基 (].L.Selfridge)， 尼 可 (C.A.Nicol)， 
范 迪 威 尔 ， 证 明 当 2< p<4002 时 ，(3) 没有 正 整数 解 。 

1975 年 ， 约 朝 进 (W.Johnson) 通过 电子 计算 机 用 
D.H.Lehmer，E.Lehmer，H.S.Vandver 的 方法 ， 证 实 当 2<p 
志 30000 时 ，x?+ y= z? 没有 正 整 数 解 。1977 年 ， 瓦 格 斯 塔 夫 
(Samuel S. Wagstaff) 在 大 型 计算 机 的 帮助 下 ， 证 明 当 2< 户 < 
125000 时 ，xz? + y= zx 无 正 整 数 解 。 
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1929 年 ， 范 迪 威 尔 得 到 

定理 2.5.7 如 果 (h2,p) = 1 及 贝 努力 数 By,s(m = 1,2， 
…, (Pp 一 3)/2) 的 分 子 都 不 能 用 pp 整除 , 则 (四 ) 中 的 (5)、(6) 均 没 
有 和 解 ,但 在 (6) 中 a, 6, y 限于 是 Q(n + wy !) 的 整数 ,并且 是 互 素 
的 ,其 中 1 代 以 (1 - py)(1 一 7!)。 

1934 年 ， 森 岛 得 到 

定理 2.5.8 如 果 (h,,p) = 1, 则 (四 ) 中 的 (5) 没有 解 ,但 是 
a,B,Y 限于 是 Q(7+ wy !) 的 整数 。 


(六 ) 简 评 


通过 如 上 所 述 ， 要 找 一 个 反例 来 否定 费 尔 马 大 定理 不 成 立 ， 
如 果 这 个 反例 存在 的 话 ， 电 子 计算 机 计算 结果 已 经 表明 ， 其 数字 
是 相当 大 的 ， 它 不 但 超过 人 工 计算 ， 也 大 大 超过 现 有 电子 计算 机 
的 计算 能 力 。 由 此 看 来 ， 费 尔 马 大 定理 是 成 立 的 。 但 是 从 数学 的 
角度 来 看 ， 能 用 电子 计算 机 验证 的 数字 再 大 ， 也 不 能 断定 费 尔 马 
大 定理 是 正确 的 ， 只 能 增强 对 费 尔 马 大 定理 相信 的 程度 ， 要 承认 
像 费 尔 马 大 定理 这 样 与 自然 数 有 关 的 一 个 数学 命题 是 成 立 的 ， 还 
必须 从 数学 上 给 予 严格 的 证 明 。 

在 历史 上 ， 人 们 从 不 同 的 角度 去 探索 费 尔 马 大 定理 的 证 明 。 
费 尔 马 、 欧 拉 用 初等 数论 的 方法 解决 了 n =3，4 的 情形 。 一 般 
说 来 ， 用 初等 方法 往往 只 能 解决 费 尔 马 大 定理 的 第 一 种 情形 。 例 
如 用 初等 方法 ， 可 得 如 下 三 个 定理 。 

定理 2.6.1 如 果 存 在 一 个 奇 素数 g， 使 得 同 余 式 

Xftf+ y+ 2z? =0(modg) 
只 有 g | zyz 的 整数 解 -，y，z， 且 对 任意 整数 KK 有 Kt 关 p 
(modg )， 则 

I+ +e = 0,(r,y)= (rx,z) = (y,z)=1 (1) 
没有 (zyz, p) = 1 的 整数 解 。 
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定理 2.6.2 


D;, = 
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设 g=2hp +1 是 素数 ， 如 果 giD2h， 其 中 


a 
ee 
| 3 2 (nd (2 


且 p* 关 1(modg), 则 方程 (1) 无 


(zyz,p) = 1 的 整数 解 。 


定理 2.6.3 


设 户 是 一 个 奇 素数 ， 当 


i) 2p +1 是 一 个 素数 ， 或 

ii) 4 户 +1 是 一 个 素数 时 ， 
费 尔 马 大 定理 第 一 种 情形 成 立 。 

由 定理 2.6.2， 还 可 证 明 当 8p+1, 10p+1, 14p+1, 16p 
+1 之 一 为 素数 时 ， 费 尔 马 大 定理 第 一 种 情形 成 并 。 

使 费 尔 马 大 定理 的 研究 进展 速度 快 ， 取 得 的 成 果 显 著 ， 是 由 
于 创造 了 新 方法 。 二 百年 来 ， 人 们 对 费 尔 马 大 定理 只 证 明了 前 三 


个 奇 素数 成 立 ， 


由 于 库 姆 尔 创造 了 理想 数论 的 方法 ， 一 下 子 使 费 


尔 马 大 定理 成 立 的 奇 素数 扩大 到 100 之 内 。 从 反面 考虑 费 尔 蕊 大 
定理 成 立 ， 可 能 存在 无 限 多 个 整数 解 ， 可 是 法 尔 廷 斯 ， 利 用 代数 
几何 的 方法 证 明了 英 德 尔 猜想 ， 由 竟 德 尔 猜 想 推 知 只 能 存在 有 限 
多 个 整数 解 。 这 种 从 无 限 一 下 子 推进 到 有 限 ， 也 是 由 于 采用 了 现 


入 的 数学 理论 和 方法 。 
在 历史 上 ， 人 们 探求 费 尔 马 大 定理 的 两 次 重大 突破 ， 都 不 是 
局 限 在 初等 数论 范围 以 内 ， 而 是 另 腑 踩 径 ， 开 创 和 利用 代数 数论 


和 代数 几何 的 方法 。 


费 尔 马 大 定理 ， 由 于 问题 简单 ， 易 于 理解 ， 再 加 上 科学 机 构 


的 宣传 ， 因 此 ， 在 过 去 一 百年 来 ， 费 尔 马 大 定理 成 为 业余 数学 爱 
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好 者 的 最 喜爱 的 题目 之 一 。 布 鲁 塞 尔 和 巴黎 科学 院 曾 设 奖金 数 
次 。 最 后 一 次 设 奖 悬赏 是 1908 年 ， 数 学 家 佛 尔 夫 斯 克 尔 (FF. 
Paul Wolfsuehl) 在 格 廷 根 皇家 科学 会 以 悬赏 十 万 马克 的 巨 款 ， 
赠 给 第 一 个 证 明 这 个 定理 的 人 。 由 于 这 几 次 悬赏 使 许多 人 都 卷 入 
证 明 费 尔 马 大 定理 的 行列 里 来 。 当 时 ， 证 明 费 尔 马 大 定理 的 稿 
件 ， 像 雪 片 一 样 飞 来 ， 但 其 证 明 都 是 错误 的 。 至 今 仍然 有 许多 人 
去 探索 费 尔 马 大 定理 的 证 明 ， 并 有 不 少 人 坚信 能 用 初等 方法 证 明 
费 尔 马 大 定理 ， 例 如 有 人 ， 通 过 如 下 九 个 引 理 完成 对 这 个 定理 的 
证 明 。 
引 理 2.6.1 pp 为 奇 素数 ，m 为 大 于 1 的 整数 ， 当 (m 一 1， 
p) = 1 时 , 则 
m? -1= (m-1)(m!l+m? +…+m+1) 
= (m — 1)(2pBi + 1); 
ts vs 则 
?1= (mlm li+ mi? ++m+1) 
= (m —1)p(2pB, + 1)。 
设 g 为 奇 素数 ，g122B:+1 或 g12pB2?+1， 则 9 为 如 +1 之 形 
状 ， 且 


三 1(modg) 
为 最 小 解 。 
引 理 2.6.2 为 奇 素数 ， 思 -1 定 有 2zp+l 型 的 素 因 子 ， 
其 中 ptn。 


引 理 2.6.3 p? 圭 1 (modg)，g =2np+1，p，9 均 为 奇 素 
数 (以 下 均 假 定 p，4& 为 奇 素 数 ) zz， 对 任意 整数 多 ， 则 K? 
关 p (modg)。 

引 理 2.6.4 p? 寺 1 (modg), gqg=2np+1, EB phn, 若 mz? 
尘 ] (modg)， 则 m 圭 p* (modg)， 其 中 4 之 0。 

引 理 2.6.5 pr 二 1 (modg) 为 最 小 解 ，g =2np+1,， pn， 
那么 ， 一 定 有 KK，K** 二 1 (modg) 为 最 小 解 。 


118 数学 猜想 集 


5| 理 2.6.6 pr 二]1 (modg), g =2np+1, phn, Kp= 

1 (modg) 为 最 小 解 ， 则 
K"? =- (modg) 
亦 为 最 小 解 ， 对 于 !/，( ,9) = 1, 则 存在 5, 使 l? = Kp (modg)。 

引 理 2.6.7 pr 二 1 (modg), gqg =2np+1, ptn, Ki»= 
(modg ) 为 最 小 解 ， 则 存在 41，4，,， 使 

"=- phi(modg), K’*" = p42(modg), 且 对 任意 7， 《7， 
9) = 1, 当 n 14 时 , 苦 存 在 一 个 m, 使 2» ==+ p”(modg), 则 一 定 
存在 一 个 m1, 使 1 二 + 加 (modd)。 

引 1 理 2.6.8 大生 1 (modg), g=2np+1, pitn, Kw=1 
(modg ) 为 最 小 解 ， 当 n>1 时， 若 nh56， 则 存在 <。，4， 使 民间 
=p kK° (modg), H phdc, nc。 

引 理 2.6.9 pr? 二 1 (modg), g=2np+1, ptn, Ki*»=1 
(modg ) 为 最 小 解 ， 那 么 

l1+ K+ K®? < (modg), 
其 中 5b 之 0，c 宇 0。 

由 上 面 的 引 理 可 得 如 下 定理 。 

定理 2.6.4 pr 二 1 (modg), gqg=2np+1, pin, KS=1 
(modg ) 为 最 小 解 ， 当 pxryz 时 ， 若 g| zyz， 则 方程 

2 二 y= 呈 2 
无 正 整 数 解 。 

定理 2.6.5 pr 二] (modg), g =2np+1, pn, k=1 

(modg ) 为 最 小 解 ， 当 pzryz 时 ， 若 of+yz， 则 方程 
PP 十 如 = z? 
无 正 整 数 解 。 

然而 ， 上 述 证 明 尚 未 得 到 数学 家 的 承认 。 是 否 存 在 证 明 费 尔 
马 大 定理 的 初等 方法 呢 ? 从 三 百 多 年 来 ， 人 们 对 费 尔 马 大 定理 的 
探讨 过 程 来 看 ， 用 初等 数论 的 方法 彻底 解决 费 尔 马 大 定理 的 可 能 
性 十 分 微小 。 这 里 需要 说 明 的 是 ， 有 的 业余 数学 爱好 者 ， 对 于 欧 
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拉 当 年 证 明 n=3 的 情形 都 没有 看 过 ， 更 不 用 说 对 于 库 姆 尔 正则 
素数 的 有 关 结 果 了 ， 他 们 就 宣布 已 经 证 明了 费 尔 马 大 定理 。 这 样 
所 谓 的 研究 成 果 ， 只 能 是 白费 笔 儒 。 正 确 的 做 法 应 该 是 在 了 解 和 
掌握 前 人 研究 成 果 的 基础 上 ， 去 挖掘 和 发 现 证 明 费 尔 马 大 定理 的 
新 思想 、 新 方法 。 费 尔 马 大 定理 虽然 问题 的 叙述 十 分 简单 ， 但 要 
解决 它 ， 却 十 分 艰难 。 没 有 雄厚 而 牢固 的 数学 基础 ， 没 有 丰富 的 
科学 想象 力 ， 没 有 献身 精神 ， 想 靠 偶然 的 机 会 来 解决 费 尔 马 大 定 
理 ， 这 种 想法 是 天 真 的 ， 不 妥当 的 。 
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三 、 触 类 劳 通 


一 一 费 尔 马 大 定理 与 莫 德 尔 猜想 


1983 年 ， 西 德 29 岁 的 青年 数学 家 法 尔 廷 斯 (Gerd 
Faltings) 证 明了 数论 中 长 达 六 十 多 年 之 久 的 莫 德 尔 猜 
想 ， 在 证 明 的 过 程 中 ， 还 解决 了 泰 特 猜想 和 沙发 列 维 奇 
猜想 ， 从 而 为 解决 费 尔 马 大 定理 迈 出 了 重要 的 一 步 。 

1993 年 ， 英 国 数学 家 安德鲁 .维尔 斯 宣布 他 已 证 明 
了 费 尔 马 大 定理 ，1994 年 ， 他 给 出 这 个 定理 严格 的 证 
明 。 


(一 ) 莫 德尔 猜想 


1922 年 ， 英 国 的 数学 家 莫 德 尔 (Louis J. Mordell) 用 直接 方 
法 研究 椭圆 曲线 ( 即 亏 格 为 1 的 非 奇 异 曲 线 ) 上 的 有 理 点 。 之 
后 ， 他 证 明了 一 个 椭圆 曲线 上 的 有 理 点 形成 有 限 生成 交换 群 ， 而 
其 仿 射 曲 线 只 有 有 限 多 整 点 。 接 着 ， 他 提出 如 下 猜想 : 

设 f(x,y) 是 任意 一 个 不 可 约 ` 有 理 系 数 的 二 元 多 项 式 , Q 为 
有 理 数 域 , 当 f 的 亏 格 不 小 于 2 时 ,最 多 存在 有 限 对 数 偶 x,, yw E 
Q, 使 得 f(z;, y;) = 0。 

这 一 猜想 ， 就 叫做 莫 德尔 猜想。 后 来 人 们 把 这 个 猜想 扩充 到 
了 定义 在 任意 数 域 上 面 的 多 项 式 ， 并 且 随 着 抽象 代数 几何 的 出 现 
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又 重新 用 代数 曲线 来 叙述 这 个 猜想 ， 即 : 

任意 定义 在 数 域 kp 上 ， 亏 格 不 小 于 2 的 代数 曲线 最 多 只 
有 限 个 有 点 。 

我 们 来 具体 地 分 析 一 下 这 一 猜想 。 

所 谓 代 数 曲 线 ， 粗 略 地 说 ， 就 是 在 包含 & 的 任意 域 中 ， 
f(x,y) = 0 的 全 部 解 的 集合 。 详 言 之 ， 域 & 上 的 维 射影 空间 
是 n+1 维 向 量 空间 中 ， 通 过 原点 的 直线 的 集合 。 在 选 定向 量 空 
间 的 一 组 基底 之 后 ， 可 以 用 一 直线 上 的 一 个 非 零点 的 坐标 (zo， 
2Db…, zxn) 来 确定 这 条 曲线 ， 即 定 出 射影 空间 中 的 一 个 点 。 如 果 
下 是 zo，zl，…，xzn 的 一 个 齐 次 多 项 式 ， 那 么 F(X,Y,Z) 为 
n 次 齐 次 多 项 式 ， 其 中 为 f(xz,y) 的 次 数 , 且 使 

F(X, Y,1) = f(x,y); 
这 样 的 下 是 唯一 的 。 这 时 ， 下 在 二 维 射影 空间 中 的 零点 集合 包 
含 了 f(z,y) = 0 的 解 ,但 是 还 有 其 他 的 对 应 于 Z = 0 平面 上 直线 
上 的 点 ,使 得 下 = 0。 

了 的 亏 格 的 公式 为 

亏 格 = (n 一 1)(n 一 2)/2- >)op， 
其 中 三 是 对 于 满足 

坊 ( 站 = 生 ( 六 = 臣 () =0 
的 射影 点 p 取 的 ， 且 wm >1。 这 样 些 点 叫做 零点 轨迹 的 奇 点 。 如 
费 尔 马 曲线 zx" + y" 一 1 没有 奇 点 ， 因 此 其 亏 格 为 (nn 一 1)(n 一 
2)/2。 

从 亏 格 不 小 于 2 的 要 求 ， 可 推出 其 次 数 应 不 小 于 3。 为 什么 
次 数 不 小 于 3 呢 ? 下 面 予 以 考察 。 当 n=1 时， f=art+by+c 
显然 有 无 穷 多 个 解 。 当 n =2 时 ，f 可 能 没有 解 ， 例 如 ， 在 有 理 
数 域 上 ，f= zx*+ y*+1 就 没有 解 ; 但 是 ， 如 果 f 有 一 个 解 就 必 
定 有 无 穷 多 个 解 。 我 们 可 用 几何 方法 来 证 明 这 一 点 。 记 B= 1f 
的 解 集合 |， 设 点 pE B， 令 工 为 不 过 点 p 的 一 直线 。 点 QEK， 
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且 在 工 上 ， 直 线 PQ 与 B 交 于 另 一 点 R， 当 Q 在 L 上 取 记 无 穷 
多 个 -点 时 ，R 点 的 集合 就 是 了 的 K- 解 的 无 穷 集 合 。 例 如 ， 把 
这 种 方法 用 于 f= x?+ 风 -1， 给 出 参数 公式 。 

1 = 21 


pe 
当下 为 三 次 非 奇 异 曲 线 时 ， 其 解 集合 是 一 个 解 ， 即 一 条 所 
谓 椭 圆 曲线 。 这 个 群 的 规则 为 :， 经 过 P，Q 点 的 直线 交 零 点 集 
于 第 三 个 点 RR， 这 个 R 就 是 一 PQ。 选 定 一 个 适当 的 原点 Po， 
点 R 的 2 售 。 假 定 这 个 起 始点 R 对 群 来 说 ， 不 是 有 限 阶 ， 则 上 
述 的 迭代 产生 了 一 个 解 的 无 穷 集合 。 
由 上 可 知 ， 为 什么 猜想 中 要 求 其 亏 格 大 于 或 等 于 2。 


Ee = 


《二 ) 解 不 定 方程 的 一 般 性 问题 


诸 项 具有 相同 次 数 的 不 定 方程 叫做 是 齐 次 不 定 方程 ; 否则， 
叫做 非 齐 次 不 定 方程 。 对 于 齐 次 不 定 方程 ， 如 果 向 量 x 是 解 ， 
则 对 于 每 一 个 常数 c，cz 也 是 解 。 因 此 ， 这 时 将 彼此 相差 一 个 
非 零 常数 因子 的 两 个 解 看 成 是 等 同 的 ， 对 于 齐 次 方程 我 们 只 求 不 
等 辣 的 解 。 由 一 个 非 齐 次 n 次 方程 总 可 以 变 成 一 个 与 它 相 关联 
的 齐 次 方程 ， 方 法 是 : 先 将 ”个 变量 集合 ， 再 增加 一 个 变量 ， 
使 之 变 成 n+ 1 个 变量 ， 然 后 ， 把 原 方程 的 每 一 项 乘 以 新 诡 量 适 
当 的 方 寡 ， 使 每 一 项 的 次 数 均 为 二 次 。 例 如 ， 对 于 非 奇 次 方程 
y= 二 Xx* (rz+l) 变 成 齐 次 方程 yz = x* (x + zx)。 于 是 原来 非 
齐 次 方程 的 解 ， 对 应 于 齐 次 方程 新 变量 等 于 1 的 解 。 在 实际 应 用 
中 ， 我 们 对 于 非 齐 次 方程 情形 求 整数 解 ， 而 对 齐 次 方程 情形 求 有 
理 数 解 。n 个 变量 的 非 齐 次 方程 和 nn +1 个 变量 的 齐 次 方程 的 关 
系 就 像 仿 射 几何 与 射影 几何 的 关系 一 样 。 

利用 几何 ， 是 研究 不 定 方 程 的 另 一 条 途径 ， 每 个 不 定 方程 的 
复数 解 的 轨迹 定义 出 一 个 复 的 代数 徐 。 如 果 不 定 方程 是 非 齐 次 
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的 ， 其 全 部 解 形成 一 个 仿 射 代数 艇 ; 若是 齐 次 的 ， 其 全 部 解 形 成 
一 个 射影 代数 徐 。 由 此 可 知 ， 非 齐 次 方程 和 相应 的 齐 次 方程 的 关 
系 恰好 对 应 于 仿 射 代数 能 和 它 的 适当 的 射影 空间 取 射 影 团 包 〈 即 
添加 一 个 无 穷 远 点 ) 所 得 的 射影 代数 簇 。 

于 是 ， 研 究 不 定 方程 的 解 变 成 了 求 由 系数 属于 某 数 域 的 方 
程 组 定义 的 复 代数 复 上 的 整数 点 或 者 有 理 点 。 例 如 费 尔 马 所 研究 


的 方程 是 射影 平面 中 亏 格 为 二 (= -1)(n - 2) 的 非 奇异 曲线 的 方 
程 。 人 们 希望 几何 学 能 使 某 些 不 定 方程 问题 更 容易 处 理 。 第 一 步 
显然 是 把 注意 力 局 限于 对 应 于 曲线 的 那些 不 定 方程 。 利 用 这 种 广 
法 ， 可 以 把 不 定 方程 的 求解 问题 重新 叙述 成 寻求 曲线 上 有 理 点 和 
整 点 的 问题 。 

另 一 个 相关 问题 是 定义 在 有 限 域 上 的 光滑 射影 代数 馈 ， 这 样 
一 个 代数 秘 在 各 个 不 同 有 限 扩 域 中 的 有 理 点 数 可 以 表示 成 一 个 母 
函数 ， 叫 做 此 代数 簇 的 zeta 函数 。 关 于 这 个 zeta 函数 的 性 质 魏 
尔 (Weil) 有 一 系列 猜想 ， 这 些 猜想 使 我 们 在 理论 上 可 以 计算 这 
个 zeta 函数 。 


(三 ) 几 个 重要 结果 


1， 曲 线 的 沙发 列 维 奇 (Shafarevich) 猜想 


1962 年 ， 沙 发 列 维 奇 提出 如 下 猜想 : 

设 天 是 Q 的 有 限 扩张 ，S 是 K 的 一 个 有 限 的 位 集合 ， 则 亏 
格 g 之 2， 并 且 在 S 外 具有 好 的 约 化 的 光滑 曲线 X/K， 只 有 有 限 
多 个 同 构 类 。 

1968 年 ， 泊 辛 (A.N.Parshin) 证 明了 莫 德 尔 猜想 可 由 曲线 
的 沙发 列 维 奇 猜想 推出 来 。 比 如 ， 假 设 齐 次 多 项 式 FF 为 非 奇 异 
的 ， 且 天 = Q。 消 去 下 的 系数 的 分 母 之 后 ， 可 设 下 的 系数 为 无 
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因子 的 整数 ; 那么 ， 我 们 可 以 对 某 个 素数 p， 考 虑 其 同 余 方程 。 
如 果 其 偏 导 modz 没有 公 因子 ， 则 方程 F(X, Y, Z) 二 0(modp) 
给 出 域 Z/ pZ 上 的 非 奇 异 曲 线 ， 这 时 ， 就 称 原来 的 曲线 在 P 具 
有 良 约 化 。 例 如 ， 费 尔 马 曲线 X + Y3 + 2Z3 在 素数 3 没有 良 约 
化 。 曲 线 YZ = X -1723 在 Q 上 为 非 奇 异 ， 而 mod2，3 或 17 
时 ， 它 都 是 奇异 的 。 

从 猜想 之 间 的 关系 考虑 问题 ， 是 解决 猜想 的 一 个 途径 。 由 
Parshin 的 研究 结果 表明 ， 要 证 明 莫 德尔 猜想 就 归结 到 只 要 证 明 
曲线 的 沙发 列 维 奇 狂想 即 可 ， 这 一 猜想 正 是 法 尔 廷 斯 证 明 的 。 


2， 阿 贝尔 知 的 沙发 列 维 奇 猜 想 


用 “过 渡 到 Jacobi 镁 ” 方法 去 处 理 曲 线 的 问题 常常 是 方便 
的 。 从 数论 的 观点 看 这 就 是 由 椭圆 曲线 到 阿 贝尔 簇 的 推广 。 由 沙 
发 列 维 奇 提出 、 由 Faltings 证 明 的 ， 实 则 是 对 于 阿 贝 尔 簇 的 更 强 
形式 的 沙发 列 维 奇 猜想 。 

Jacobi 徐 的 构造 可 用 黎 曼 曲面 的 知识 来 阐述 ， 也 可 以 代数 的 
方式 进行 ， 这 就 产生 了 定义 在 域 Kk 上 的 一 个 阿 贝 尔 艇 ， 其 中 天 
即 原 曲 线 的 定义 域 。 阿 贝尔 簇 是 一 个 具有 群 结构 的 、 射 影 空间 的 
闭 连 通 子 秘 。 它 定义 在 K 上 即 表 明 它 是 系数 在 KK 的 一 组 多 项 式 
的 零点 集 。 阿 贝尔 簇 的 沙发 列 维 奇 猜想 为 : 

对 于 具有 给 定 维 数 g， 极 化 次 数 4 >0， 并 且 在 位 的 有 限 集 
S 之 外 有 好 的 约 化 的 极 化 阿 贝 尔 艇 ， 其 K- 同 构 类 集合 是 有 限 
的 。 

由 Torelli 定理 知 ， 若 阿 贝尔 篮 的 沙发 列 维 奇 猜想 真 ， 则 曲 
线 的 沙发 列 维 奇 猜 想 亦 真 。 


3， 有 界 高 度 原 理 


费 尔 马 用 无 穷 递 降 法 证 明了 费 尔 马 大 定理 n =4 的 情况 ， 现 
在 我 们 从 另 一 个 角度 来 叙述 这 一 过 程 ， 从 而 引导 出 新 的 结果 。 费 
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尔 马 在 证 明 不 定 方程 zt + y* = z4 没有 非 零 整数 解 时 ， 对 每 个 
(p,q,7) 给 出 一 个 高 ， 例 如 |r|， 其 中 (p,q,r) 满足 这 个 方程 。 
无 穷 递 降 的 方法 , 使 他 能 够 证 明 , 当 (p, g,r) 在 曲线 上 并 且 有 正 
的 高 时 , 则 有 一 组 新 的 (p,q , 盖 ) 也 在 曲线 上 , 而 它 有 较 小 的 高 ， 
即 0< 之 1r |< 之 17 1。 从 而 得 到 在 x4+ y* = z* 上 不 存在 (0,0,0) 以 
外 的 整数 点 。 法 尔 廷 斯 将 这 一 方法 进行 推广 , 就 得 到 阿 贝 尔 艇 的 高 
度 理论 。 

法 尔 廷 斯 从 半 阿 贝尔 簇 理论 开始 ， 这 是 域 上 阿 贝 尔 簇 概 念 到 
概 型 上 代数 簇 的 推广 ， 他 讨论 了 关于 稳定 曲线 和 主 极 化 阿 贝 尔 簇 
的 参 模 空间 的 一 些 结果 。 然 后 ， 他 发 展 了 可 利用 于 半 阿 贝尔 艇 的 
高 度 理论 。 从 而 得 到 了 有 界 高 度 原理 。 这 个 原理 是 说 : 

对 于 给 定 的 常数 <， 高 度 小 于 或 等 于 c 并 具有 某 些 性 质 的 半 
阿 贝尔 艇 的 同 构 类 数 是 有 限 的 。 

这 个 原理 是 法 尔 廷 斯 证 明 莫 德尔 猜想 的 基础 。 科 学 研究 既 要 
继承 更 要 开拓 ， 要 在 已 有 成 果 的 基础 上 ， 开 发 出 新 的 东西 出 来 ， 
阿 贝 尔 簇 的 高 度 理论 就 是 从 无 穷 递 降 法 通过 科学 家 的 科学 想象 
力 ， 经 过 细心 的 研究 而 扩展 出 来 的 。 


4， 同 源 下 高 的 行为 


和 由 定义 知 ， 阿 贝尔 艇 的 一 个 同 源 是 代数 群 之 间 的 一 个 具有 有 
限 核 的 满 同 态 。 

在 许多 情形 下 ， 同 源 是 阿 贝尔 能 的 等 价 性 的 “正确 ”概念 。 
因而 许多 涉及 阿 贝尔 艇 的 问题 用 艇 与 它 的 同 源 像 的 等 价 性 去 处 理 
很 有 好 处 。 为 此 ， 必 须 研究 一 下 高 在 同 源 下 是 怎样 变化 的 。 

一 个 同 源 在 modp 约 化 时 可 能 出 现 的 分 歧 ， 我 们 以 下 例 说 明 
之 。 考 虑 由 X;+ Y3 一 1=0 定义 的 一 维 阿 贝 尔 艇 。 如 果 取 (1,0) 
为 群 结构 的 原点 ， 于 是 乘 以 - 2 可 几何 地 描述 为 过 p 的 曲线 的 切 
线 与 曲线 交 出 的 第 三 个 点 ， 曲 线 在 点 (z,y) 的 切线 由 xz?X+ 
yy 了 -1=0 定义 ， 所 以 乘 以 -2， 可 由 坐标 变换 
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ZL -2xz ri- 2y 
0 (3 -2z3 1 | 
推出 。 这 个 映射 的 mod 2 约 化 在 点 (1,0) 上 有 垂直 切线 。 同 源 的 
映射 度 的 对 数 的 一 半 再 减 去 某 个 修正 项 给 出 了 在 同 源 下 高 的 改变 
值 ， 这 个 修正 项 度量 出 这 一 类 分 枝 。 


S， 泰 特 猜 想 


定义 在 域 K 上 的 阿 贝尔 和 能 4 上， 其 Tate 模 记 为 T, (A),。 
如 果 B 是 另外 一 个 阿 贝 尔 艇 ， 则 可 以 去 比较 六 上 阿 贝 尔 簇 间 的 
映射 群 Hom (4，B) 和 相应 的 期 罗 华 群 G- 映 射 群 
Homc(Tr 4) TL(B)), 其 中 后 者 表示 与 G 作用 可 交换 的 同 态 
构成 群 。 于 1967 年 J，Tate 提出 如 下 猜想 ; 

Tr(4) 上 的 伽 罗 华表 示 为 半 单 纯 的 , 且 当 天 在 其 素 域 上 为 有 
限 生 成 时 , 有 

Hom(A, B) QZ ~ Home( Ti(A), Ti,(B)) 
1974 年 ，Zarhin 的 Tate 方法 与 论断 导致 Tate 猜想 的 证 明 。 


(四 ) 英 德 尔 猜想 的 证 明 


现在 把 法 尔 廷 斯 对 莫 德 尔 猜想 的 证 明 以 方块 箭头 图 的 形式 指 
示 如 下 ， 其 中 六 边 形 中 表示 法 尔 廷 斯 的 主要 研究 结果 ， 长 方块 中 
表示 已 有 的 结果 。 

法 尔 廷 斯 之 所 以 证 明了 莫 德 尔 猜 想 ， 除 了 他 的 科学 的 想象 力 
之 外 ， 还 与 他 全 面 研 究 与 了 解 前 人 对 这 个 问题 所 进行 的 工作 是 分 
不 开 的 。 早 在 三 四 十 年 代 ， 随 着 阿 贝尔 能 理论 的 发 展 ， 人 们 就 逐 
新 认识 到 莫 德 尔 猜想 应 当 理 解 成 为 关于 包含 专 格 不 小 于 2 的 曲线 
的 某 种 阿 贝尔 艇 的 一 个 命题 。 到 了 60 年 代 S，Lang 把 莫 德 尔 猜 
想 给 出 一 种 重 述 形式 ， 即 阿 贝 尔 艇 上 的 一 条 曲线 与 此 阿 贝 尔 簇 的 
每 个 有 限 生成 子 群 只 有 有 限 多 个 公共 点 。S，Lang 还 证 明了 ， 莫 
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德尔 猜想 也 可 视 作 是 关于 曲线 代数 艇 的 一 个 猜想 。60 年 代 后 期 ， 
Deligne 等 人 或 者 通过 分 析 特 殊 曲 线 艇 ,或 者 运用 高 度 理论 来 探 
索 莫 德尔 猜想 的 证 明 。60 年 代 一 个 重大 突破 是 证 明了 莫 德 尔 猜 
想 在 函数 域 上 的 等 价 命题 。Neron 证 明了 ， 由 两 个 莫 德 尔 猜 想 能 
够 建立 起 Q 的 任何 有 限 生 成 扩 域 上 的 相应 猜想 。Manin 和 
Grauert 都 致力 于 证 明 莫 德尔 猜想 在 函数 域 上 的 类 似 命 题 。1963 
年 沙发 列 维 奇 和 1968 年 Parshin 集中 研究 沙发 列 维 奇 猿 想 和 它 与 
莫 德 尔 猜 想 在 函数 域 上 类 比 的 联系 。 法 尔 廷 斯 在 这 些 前 人 工作 的 
启发 下 ,证 明了 莫 德 尔 猜想 。 

通过 莫 德 尔 猜 想 的 证 明 ， 使 我 们 看 到 一 个 猜想 的 解决 ， 还 受 
一 定 的 科学 发 展 水 平 的 制约 。 一 个 不 定 方程 的 难题 一 一 莫 德 尔 猜 
想 ， 用 发 展 起 来 的 代数 几何 方法 所 解决 ， 如 果 仅 限于 用 初等 数论 
的 方法 ， 肯 定 说 现在 还 不 知道 从 哪个 方向 去 攻克 这 一 难题 。 法 尔 
廷 斯 证 明 莫 德尔 猜想 的 意义 还 在 于 我 们 看 到 它 与 解决 阿 贝 尔 簇 理 
论 中 许多 重要 猜想 之 间 的 联系 。 这 也 就 启发 我 们 ， 解 决 一 个 数学 
难题 不 能 孤立 去 考虑 ， 还 应 该 考虑 难题 之 间 的 联系 ， 一 个 难题 解 
决 了 ， 男 一 个 难题 也 就 可 能 随 之 而 解决 了 。 


(五 ) 从 莫 德 尔 猜 想到 费 尔 马 大 定理 


法 尔 廷 斯 已 经 证 明了 莫 德 尔 猜 想 ， 这 就 是 说 ， 如 下 结论 是 对 
的 : 

设 F(z, y) 是 两 个 变量 z, y 的 有 理 系数 多 项 式 , 那么 当 曲线 
F(z,y) = 0 的 亏 格 不 小 于 2 时 ,方程 F(x,y) = 0 至 多 有 有 限 组 
有 理解 。 

特别 ， 对 于 一 个 特殊 的 多 项 式 xz" + yw-1 当 nn 之 4 时 ,其 亏 
格 (n 一 1)(n -2)/2 > 2, 故 知 方程 x"+ y" 一 1 = 0(n 之 4) 至 多 
有 有 限 组 有 理解 ,从 而 推 知 它 所 对 应 的 齐 次 方程 x” + 办 = zx"(n 
之 4) 只 有 有 限 多 个 整数 解 。 如 果 我 们 再 能 进一步 证 明 这 有 限 多 
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莫 德 尔 猜 想 证 明示 意图 
高 
| 有 界 高 原理 Sicgel 模 空间 
Es 
| 半 稳定 | | ?一 可 除 群 | ， 变 差 公式 在 同 | 
阿 贝尔 能 | | Tate 定理 源 下 高 的 行为 


对 Tate 模 TCD 的 半 单 性 .| 
Hom(A,B)zxZL Tate 与 Zarhin 关 于 
3 Tate 猜 想 的 工作 


| 


魏 尔 猜想 | 一 一 


| 
| 在 有 限 集 $ 外 
具有 良 约 化 的 阿 贝尔 能 
的 同 构 类 的 有 限 性 


关于 有 限 群 概 型 | 
的 Raynaud 的 工作 ， 


于 


对 阿 贝尔 簇 的 | 


Shafarevich 猜 想 


¥ 


对 曲线 的 


Shafarevich 狂 想 


，Torelli 定 理 


Parshin 的 论证 一 一 + 


| 莫 德 尔 猜 想 ， 


个 整数 解 为 空 集 ， 那 么 费 尔 马 大 定理 就 得 证 了 。 通 过 费 尔 马 大 定 
理 与 莫 德 尔 猜想 之 间 的 联系 ， 使 我 们 再 一 次 看 到 ， 考 虑 猜想 之 间 
的 联系 是 解决 猜想 的 一 个 重要 思维 途径 。 


(六 ) 模 曲 线 和 费 尔 马 大 定理 


椭圆 曲线 是 最 典型 的 三 次 曲线 。 一 般 的 三 次 平面 曲线 方程 为 
ar3 + briy + czy2 十 dy + er + fryt+ gy + hr ky 
+/i=0. 
经 过 坐标 变换 ， 再 进一步 简化 ， 上 述 方程 就 可 以 转化 成 椭圆 曲线 
的 标准 形式 : 

yr = 2Z3 十 Q1Y 十 Cao 

德国 数学 家 符 莱 把 椭圆 曲线 与 费 尔 马 大 定理 联系 起 来 。1985 

年 ， 他 证 明了 ， 如 果 费 尔 马 方程 

x? + 一 x?( 记 为 不 小 于 5 的 素数 ) 
有 非 零 解 (a, 5,c), 即 

cl + 6b? = cp， 
则 可 设计 一 条 椭圆 曲线 

y= rz(r + be)(r + ef), 
其 中 不 妨 假定 和 。，4，c< 为 互 素 的 非 零 整 数 ， 显 然 它 是 有 理 数 域 
上 的 椭圆 曲 线 。 又 由 于 方程 右 端 没有 重 根 ， 这 种 曲线 就 称 为 符 莱 
曲线 。 对 于 其 中 的 6。，c 作 些 限制 ， 就 得 到 半 稳 定 的 椭圆 曲 线 。 

椭圆 曲线 可 以 用 一 些 函数 进行 参数 表示 。 如 果 参 数 表示 所 用 

的 函数 能 用 模 形 式 ， 就 称 之 为 模 椭圆 曲线 ， 简 称 模 曲线 。 任 一 椭 
圆 曲 线 都 是 模 曲线 ， 这 就 是 谷山 一 志 村 猜想 。 这 个 关系 于 1986 
年 是 李 贝 由 塞 尔 的 猜想 证 明 的 。 这 样 一 来 ， 要 证 明 费 尔 马 大 定 
理 ， 只 需 证 明 对 半 稳 定 椭圆 曲线 ， 谷 山 一 志 村 猜想 成 立即 可 。 英 
国 数学 家 安德鲁 ' 维 尔 斯 知道 这 一 消息 之 后 ， 经 过 七 年 的 苦心 研 
究 ， 终 于 在 1993 年 6 月 23 日 通过 塞 尔 姆 群 构造 欧 拉 系 而 取得 了 
突破 。1994 年 ， 他 以 海 克 代数 的 结构 理论 为 工具 ， 严 格 证 明了 
费 尔 马 大 定理 ， 他 将 定理 证 明 的 过 程 整理 成 论文 《 模 曲 线 和 费 尔 
马 大 定理 》 于 10 月 14 日 送 交 当代 最 权威 的 数学 杂志 一 一 普 林 斯 
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顿 的 《数学 年 刊 》， 该 刊 于 1995 年 5 月 刊 发 了 这 篇 论文 。 


(七 ) 费 尔 蕊 大 定理 获 证 之 后 


费 尔 马 大 定理 经 过 357 年 的 努力 ， 终 于 被 攻克 了 ， 这 标志 着 
一 个 时 代 的 结束 。 由 于 数学 家 使 用 了 强 有 力 的 代数 几何 方法 ， 使 
人 们 对 零散 的 、 各 种 各 样 的 不 定 方程 问题 有 了 一 个 系统 的 了 解 。 
通过 曲线 的 不 变量 一 一 亏 格 来 看 问题 ， 对 于 二 个 未 知 数 的 非 齐 次 
方程 和 三 个 未 知 数 的 齐 次 方程 已 经 有 了 基本 的 了 解 ， 它 们 的 整数 
解 与 有 理 数 解 原则 上 是 清楚 的 。 
从 不 定 方程 来 看 ， 这 仅 是 沧海 之 一 票 ， 大 部 分 问题 还 有 待 于 
进一步 解决 。 费 尔 马 大 定理 可 以 看 成 是 求解 不 定 方程 
vl sf) 
的 整数 解 ， 一 个 最 自然 的 推广 是 求 不 定 方程 
XxX"+y+zx" = m 
的 整数 解 。 这 是 非 齐 次 形式 的 推广 ， 还 可 以 从 增加 未 知 数 数目 ， 
向 齐 次 形式 推广 。 此 外 ， 也 可 以 从 增加 系数 ， 增 加 方程 的 数目 方 
向 子 以 推广 。 由 此 可 以 看 出 ， 许 许多 多 数论 猜想 就 是 这 样 由 简单 
到 复杂 无 休 无 止 地 产生 出 来 ， 一 个 猜想 解决 了 ， 更 多 的 和 铺 想 又 在 
等 着 你 ， 数 学 家 总 有 解决 不 完 的 猜想 。 


一 一 哥 德 巴赫 猜想 


哥 德 巴赫 猜想 是 解析 数论 的 一 个 中 心 课 题 。 这 一 猜想 从 提出 
到 现在 已 经 二 百 多 年 了 ， 但 至 今 没有 被 证 明 。 为 了 解决 这 一 问 
题 ， 许 多 数学 家 付出 了 艰苦 的 劳动 ， 并 取得 了 一 系列 成 果 。 我 国 
著名 数学 家 陈景润 解决 了 哥 德 巴赫 猜想 1 + 2 的 问题 ， 被 数学 家 
誉 为 “ 陈 氏 定理 ”"。 到 目前 为 止 ， 这 是 对 哥 德 巴赫 猜想 研究 的 最 
好 结果 。 如 果 解 决 了 哥 德 巴赫 猜想 1 + 1 的 问题 ， 那 么 哥 德 巴赫 
狂想 就 彻底 解决 了 。 目 前 解决 这 一 狂想， 虽然 只 有 一 步 之 差 ， 但 
这 一 步 究竟 如 何 迈 出 ， 又 何 时 达到 终点 ， 这 是 数学 家 当前 难以 预 
料 的 问题 。 


(一 ) 猜想 的 提出 


在 两 个 数 相 加 中 ， 我 们 会 遇 到 如 下 的 关系 : 
3+7=10, 
3+17=20， 
13+17= 30， 
17+23=40， 
13+ 37= 50。 
我 们 来 分 析 一 下 上 述 等 式 有 什么 相似 之 处 。 很 自然 地 会 发 现 ， 等 
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式 右边 的 数 都 是 偶数 ， 等 式 左 边 的 两 个 数 都 是 奇 素数 。 我 们 已 经 
知道 两 个 奇 素数 之 和 必定 是 一 个 偶数 。 反 过 来 ， 我 们 要 问 : 任 一 
个 偶数 都 可 以 分 拆 为 两 个 奇 素数 之 和 吗 ? 我 们 再 作 一 些 观察 。 第 
一 个 等 于 两 个 奇 素数 之 和 的 偶数 为 
6=3+3。 
接 下 去 为 
8=3+5, 
10=3+7=5+5, 
12=5+7, 
14=3+11=7+7, 
16=3+13=5+11, 
18=5+13=7+11, 
20=3+17=7+13, 
22=3+19=5+17=11+11, 
24=5+19=7+17=11+13, 
26=3+23=7+19=13+13, 
28=5+23=11+17, 
30=7+23=11+19= 13+17。 
通过 上 述 个 例 观察 ， 可 知 这 些 偶数 都 可 分 拆 成 两 个 奇 素数 之 
和 ， 于 是 ， 由 特殊 到 一 般 ， 我 们 可 提出 如 下 猜想 : 
(A) 任何 衬 6 的 偶数 都 是 两 个 奇 素数 之 和 。 
对 于 偶数 可 提出 上 述 判 断 ， 对 于 奇数 是 否 也 可 提出 类 似 结论 
呢 ?” 显 然 ， 奇 数 不 能 分 拆 成 两 个 奇 素数 之 和 。 既 然 两 个 不 行 ， 那 
么 分 拆 成 三 个 奇 素数 之 和 ， 行 吗 ?” 通过 下 面 的 实例 进行 观察 : 
9=3+3+3， 
11=3+3+5, 
31=3+5+23=3+11+17=5+7+19=5+13+13, 
由 特殊 到 一 般 ， 于 是 可 猜想 ; 
(B) 任何 写 9 的 奇数 都 是 三 个 奇 素数 之 和 。 
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上 述 规 律 是 否 有 普遍 性 ? 德国 著名 数学 家 哥 德 巴赫 
(Christian Goldbach，1690 一 1764) 对 这 个 问题 发 生 了 浓厚 的 兴 
趣 ， 但 是 ， 他 不 敢 肯 定 其 正确 性 。 于 是 ， 他 于 1742 年 写 信 给 当 
时 的 数学 权威 欧 拉 ， 就 此 问题 进行 请 教 。 他 问 欧 拉 : 是 不 是 每 个 
偶数 都 是 两 个 素数 之 和 ， 每 个 奇数 都 是 三 个 素数 之 和 ? 欧 拉 于 
1742 年 6 月 30 日 回信 说 : 他 验算 到 100 多 ， 发 现 是 对 的 ， 但 不 
能 给 出 一 般 性 的 证 明 。 

到 1770 年 ， 华 林 首 次 把 这 个 问题 以 猜想 的 形式 写 在 书 中 ， 
并 公 诸 于 世 。 由 于 当时 把 1 也 看 成 素数 ， 所 以 问题 提 的 不 太 确 
切 。 确 切 的 提 法 是 上 面 所 述 的 猜想 (A)，(B)。 猜 想 (A) 叫做 
偶数 哥 德 巴赫 猜想 ， 猜 想 (B) 叫做 奇数 哥 德 巴赫 猜想 。 易 知 ， 
由 (A) 成 立 ， 可 推出 (B) 成 立 。 事 实 上 ， 如 果 (A) 成 立 ， 设 
N 是 一 个 大 于 7 的 奇数 ， 那 么 N - 3 就 是 一 个 艺 6 的 偶数 ， 据 
(A)， 有 

N-3= zi+zp2， 
其 中 pl!，p2 为 奇 素数 。 因 此 ， 

N= p+ p22+3 
是 三 个 奇 素数 之 和 。 从 而 命题 (B) 成 立 。 这 样 一 来 ， 只 要 解决 
(A)，(B) 也 就 随 之 而 解决 了 。 


(二 ) 悲观 的 预言 与 惊人 的 成 果 


从 18 世纪 40 年 代 哥 德 巴赫 猜想 的 提出 ， 到 19 世纪 末 ， 许 
多 数学 家 都 对 这 一 猜想 进行 了 研究 ， 但 在 这 一 百 五 十 多 年 中 ， 并 
没有 得 到 任何 实质 性 的 结果 和 提出 有 效 的 研究 方法 。 只 是 对 一 些 
数值 作 了 进一步 的 验证 ， 使 猜想 变 得 更 加 可 信 ， 增 加 了 它 的 合理 
性 。 另 外 还 提出 一 些 简单 的 关系 式 和 一 些 新 的 推测 。 在 这 一 期 间 
数学 家 虽然 对 哥 德 巴赫 猜想 的 探讨 作 了 极 大 的 努力 ， 但 是 由 于 用 
来 解决 这 一 问题 的 数学 理论 还 没有 发 展 到 这 个 地 步 ， 因 此 进展 缓 
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慢 。 与 此 同时 ， 由 于 欧 拉 、 高 斯 、 狄 里 克 需 、 黎 曼 、 哈 达 蕊 等 著 
名 数学 家 的 工作 ， 使 数论 和 函数 论 得 到 了 空前 的 丰富 和 发 展 ， 特 
别 是 分 析 与 数论 相 结合 ， 在 数论 中 引入 了 分 析 的 方法 ， 这 就 为 
20 世纪 对 这 一 猜想 的 研究 提供 了 强 有 力 的 工具 。 在 这 一 百 五 十 
多 年 中 ， 研 究 哥 德 巴赫 猜想 没有 什么 进展 ， 这 从 反面 说 明 ， 解 决 
数学 难题 ， 得 有 足够 的 数学 基础 知识 。 如 果 连 初等 数论 尚 没有 弄 
明 蝗 ， 更 不 用 说 解析 数论 和 函数 论 ， 就 想 一 下 子 证 明 哥 德 巴赫 猿 
想 ， 肯 定 说 是 异想天开 ， 白 费力 气 。 

1900 年 ， 在 巴黎 召开 的 第 二 届 国 际 数学 会 上 ， 德 国 著名 数 
学 家 和 希 尔 伯 特 提出 了 数学 中 著名 的 23 个 问题 ， 哥 德 巴 赫 猜 想 就 
是 第 八 个 问题 的 一 部 分 。 在 这 之 后 的 十 多 年 ， 对 哥 德 巴赫 狂想 的 
研究 并 未 取得 进展 。1912 年 ， 德 国 数学 家 朗 道 (E. Landau, 
1877 一 1938) 在 英国 剑桥 召开 的 第 五 届 国 际 数学 会 上 悲观 地 说 : 
即使 要 证 明 下 面 较 弱 的 命题 (C)， 也 是 当代 数学 家 所 力 不 能 及 
的 : 

(C) 存在 一 个 正 整 数 上 ， 使 每 一 个 之 2 的 整数 都 是 不 超过 
个 素数 之 和 。 

1921 年 ， 英 国 数学 家 哈代 (G.H.Hardy，1877 一 1947) 在 
一 次 数学 会 上 也 谈 到 ， 哥 德 巴赫 猜想 ， 可 能 是 没有 解决 的 数学 问 
题 中 的 最 困难 的 一 个 。 

在 解决 这 一 难题 的 过 程 中 ， 数 学 家 看 到 其 艰巨 性 ， 特 别 在 亲 
自 尝 试 过 程 中 ， 其 体会 更 为 深刻 。 但 勇于 探索 的 人 们 ， 并 没有 望 
而 止步 ， 而 是 不 断 地 为 之 拼搏 ， 努 力 地 从 前 人 研究 所 走 过 的 道路 
上 ， 去 挖掘 解决 哥 德 巴赫 猜想 可 能 取得 成 果 的 潜在 思想 。 正 当 一 
些 数 学 家 对 此 猜想 感到 无 能 为 力 时 ， 数 学 家 却 开始 从 不 同 的 方向 
上 取得 了 一 系列 惊人 的 成 果 。 这 些 成 果 的 取得 ， 不 仅 为 解决 哥 德 
巴赫 猜想 开拓 了 途径 ， 而 且 还 有 力 地 推进 了 数论 和 其 他 数学 学 科 
的 发 展 。 
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19 世纪 中 叶 ， 狄 利克 雷 和 黎 曼 把 分 析 方 法 移植 到 数论 中 来 ， 
从 而 使 数论 得 到 了 空前 的 发 展 ， 使 一 些 一 筹 莫 展 的 问题 ， 有 了 解 
决 的 希望 。 从 1920 年 开始 ， 英国 数 学 家 哈代 和 李 特 瀑 德 
(Littlewood，1885 一 1977) 系统 地 开创 与 发 展 了 堆 鱼 素数 论 中 的 
一 个 元 新 方法 。1923 年 发 表 论 文 专 论 哥 德 巴赫 猜想 。 这 一 新 方 
法 的 思想 孕育 在 1918 年 哈代 和 印度 数学 家 拉 曼 牛 建 
(Ramanujan) 的 文章 中 ， 后 来 人 们 就 称 这 个 新 方法 为 Hardy- 
Littlewood-Ramanujan 圆 法 。 这 个 方法 ， 对 于 哥 德 巴赫 猜想 来 说 ， 
就 是 把 数论 中 离散 的 问题 归结 到 连续 问题 来 处 理 。 其 基本 思想 
是 : 设 m 为 整数 ， 由 于 积分 


1 l,m = 0; 

| ema)aa = | 

0 0,m 关 0; 
其 中 e(z) = e 叶 ,所 以 方程 

N= pi+ p2,p1,P2 之 3 (1) 
的 解数 为 

D(N) = | sc Nye- Na ) da; (2) 
方程 

N= prt p22t+p3, pi,pz, p33 (3) 
的 解数 为 

T(N) = | so N)e(~ Na)da, (4) 
其 中 

S(a, N) = > e(ap)。o (5) 


这 样 一 来 ， 猿 想 (A) 就 归结 为 要 证 明 : 对 于 偶数 N 宇 6， 则 有 
D(N) > 0; 
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猜想 (B) 就 归结 为 要 证 明 : 对 于 奇数 N 宕 9， 则 有 

T(N) > 0。 
于 是 ， 哥 德 巴赫 猜想 就 转化 为 讨论 关系 式 (2)， (4) 中 的 积分 
了 。 因 而 这 就 需要 研究 由 (5) 所 确定 的 以 素数 为 变数 的 三 角 和 。 
(5) 的 性 质 知道 了 ， 其 积分 的 值 也 就 求 出 来 了 了。(5) 有 什么 性 质 
呢 ? 我 们 猜测 ， 当 a 和 分 母 “ 较 小 ”的 既 弱 分 数 “ 较 近 ” 时 ， 
S(a, 入) 就 取 “ 较 大 ”的 值 ; 而 当 a 和 分 母 “ 较 大 ”的 既 约 分 
数 “接近 ”时 ，S(a, N) 就 取 “ 较 小 ”的 值 。 这 样 我 们 就 可 把 积 
分 区 间 分 成 两 部 分 ， 在 其 中 的 一 部 分 ， 是 积分 的 主要 项 ， 积 分 易 
求 出 来 ， 而 另 一 部 分 ， 是 积分 的 次 要 项 ， 积 分 值 可 忽略 不 计 。 这 
就 是 圆 法 的 主要 思想 。 下 面 就 此 稍 加 具体 的 说 明 。 

设 M，z 为 两 个 正 数 ， 


1 三 Mr 人 NN。 
考虑 法 列 数列 
(ay9) = 1,0 委 aa<oadad 委 AM。 
并 设 E(g,a) = | 全- 二 ,和 + 二 | 以 及 
a Z 4 Tt 
El= U (J Elg a) 
igqM OKay 
Es=| | el 
T 
易 证 ， 当 
2M2<r 


时 ， 所 有 的 小 区 间 E(q,a) 是 两 两 不 相交 的 。 称 EI 为 基本 区 
间 ， 玉 ; 为 余 区 间 。 如 果 一 个 既 约 分 数 的 分 母 不 超过 M， 我 们 就 
说 它 的 分 母 是 “ 较 小 ”的 ; 否则， 就 说 是 “ 较 大 ”的 。 如 果 两 个 
点 之 间 的 距离 不 超过 = ， 我 们 就 说 是 “ 较 近 ”的 。 显 然 ， 当 < 
EE 时， 它 就 和 一 分 母 “ 较 小 ”的 既 约 分 数 “ 接 近 ”。 当 a € 瑟 ， 
上 时， 可 以 证 明 ， 它 一 定 和 一 分 母 “ 较 大 ”的 既 约 分 数 “ 接 近 ”。 
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这 样 利用 法 列 数列 就 把 积分 区 间 | 十,1 - 十 | 分 成 了 圆 法 所 要 
求 的 两 部 分 E 和 EE。 


为 方便 起 见 ， 我 们 把 积分 区 间 [0, 1] 改 为 [- 二 ,1 二 | .这 
样 一 来 ，(2), (4) 的 积分 就 分 成 两 部 分 ， 即 


_1l 
D(N) | 12S’(a, N)eC- Na)da 


+ DI(N) + D,(N), (6) 
其 中 D;(N) = | se N)e(- Na)da, i = 1,2 


二 二 
T(N) = | Sa, N)e(- Na ) da 
= Ti(N) + Ts(N), (7) 
其 中 T,(N) = | ss(a, N)e(- Na)da, i= 1,2。 


圆 法 就 是 要 计算 出 Di(N) 及 Ti(N), 并 证 明 其 为 D(N), T(N) 
的 主要 项 ,而 D,(N), Tz(N) 分 别 作为 其 次 要 项 。 

如 果 不 加 任何 条 件 限制 ， 难 以 计算 出 D(N), T(N) 的 渐 近 
式 。 这 样 一 来 ， 就 想到 把 考虑 问题 的 范围 缩小 ， 于 是 1923 年 ， 
哈代 、 李 特 混 德 取得 了 第 一 个 突破 ， 他 们 证 明了 如 下 结论 。 

在 弱 型 广义 黎 曼 猜想 成 立 的 前 担 下， 每 个 大 奇数 一 定 可 表 为 
三 个 奇 素数 之 和 ， 且 有 渐 近 公式 


2 
T(N) = 六 Rs(N) oo ， (8) 
1 1 
其 中 RA(N) = Ir i 3)1L( i 让 (9) 


对 于 偶数 又 怎样 呢 ? 他 们 猜测 有 


N 
D(N) = RJ(N)— ~—,N™> ™®, 
( ) 2 ) TEN 
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1 Sl 
其 中 R2(N) | a 


对 于 一 个 大 的 猜想 ， 在 一 个 较 长 的 时 间 解 决 不 了 ， 我 们 可 以 
将 猜想 进行 转化 ， 可 以 对 猜想 加 上 前 提 条 件 ， 先 得 到 一 个 带 有 假 
设 性 的 结果 ， 或 者 加 上 前 提 条 件 ， 再 提出 新 的 猜测 ， 然 后 对 这 新 
的 猜测 进行 探求 。 

虽然 ， 哈 代 、 李 特 湿 德 没有 证 明 任何 无 条 件 的 结果 ， 但 是 他 
们 在 证 明 有 条 件 的 结果 所 创造 的 圆 法 ， 为 人 们 指明 了 一 个 有 成 功 
希望 的 研究 方向 。 正 如 他 们 自己 所 说 : “我 们 借助 于 堆 人 又 数论 中 
新 的 超越 方法 来 攻 这 个 问题 ， 我 们 没有 解决 它 。 甚 至 我 们 也 没有 
证 明 任 何 数 是 1000000 个 素数 之 和 。.…… 然而 ， 我 们 证 明了 这 个 
问题 不 是 攻 不 动 的 ，……: 。 这 就 是 说 ， 他 们 创造 的 圆 法 ， 消 除 
了 人 们 对 研讨 哥 德 巴赫 猜想 的 悲观 情绪 ， 增 进 了 解决 此 问题 的 必 
胜 信心 。 事 实 上 ， 圆 法 为 人 们 解决 哥 德 巴赫 猜想 找到 了 一 个 有 效 
途径 ， 为 下 一 个 突破 创造 了 良好 的 条 件 ， 同 时 ， 它 在 解决 数论 中 
的 其 他 难题 中 也 发 挥 了 积极 作用 。 

1937 年 ， 苏 联 数学 家 维 诺 格拉 条 夫 (HH. M. Bunorpanos ) 
在 “ 圆 法 ”的 基础 上 ， 再 加 上 他 独创 的 “三 角 和 估计 方法 *， 去 
挤 了 弱 型 广义 黎 受 猜想 的 前 担 ， 证 明了 ， 每 一 个 充分 大 的 奇数 都 
是 三 个 奇 素数 之 和 ， 且 有 渐 近 公式 (8) 成 立 。 后 来 ， 有 人 用 别 的 
分 析 方 法 ， 也 “无 前 提 ” 地 证 明了 这 个 结果 。 这 些 大 奇数 究 况 有 
多 大 ? 它 比 工 后 面 带 上 几 十 万 个 零 还 要 大 。 这 虽然 是 一 个 天 文 数 
字 ， 但 剩 下 的 数 总 是 有 限 的 ， 原 则 上 总 是 可 以 一 一 验证 的 ， 由 无 
限 转 化 到 有 限 ， 这 是 一 个 重大 突破 ， 因 此 猜想 (B) 算是 基本 解决 
本 * 这 一 结果 通常 叫做 哥 德 巴赫 一 维 诺 格拉 采 夫 定理 ， 简 称 三 素 
数 定理 。 

维 诺 格拉 条 夫 是 怎样 证 明 三 素数 定理 的 呢 ? 

1935 年 ，Page 证 明了 
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定理 4.3.1 设 整 数 g 宇 3， 则 对 所 有 实 的 非 主 特征 
C 
DO， 当 go 宇 1 -一 一 -时 ， 
Xmodgq， 当 5 之 1 有 
L(oc,z) 尖 09。 
定理 4.3.2 设 整 数 g 宇 1，x 是 模 g 的 实 特征 ， 则 对 任 一 给 
的 e >0， 一 定 存在 一 个 常数 。= c(e) > 0, 使 得 L(;s, x) 的 非 实 
零点 8B， 满 足 
8 和 1 一 Pi 
由 上 述 两 个 定理 可 推出 相应 的 算术 级 数 中 素数 分 布 的 如 下 两 
个 定理 。 
定理 4.3.3 设 xz 之 2， 则 对 于 任意 固定 的 正 数 A>>1， 及 任 
意 的 整数 dy ls 
1 glogr,(l,q9)= 1, 
有 渐 近 公式 


J(xz;g,1) = a + o( ze “2” 87* ), 


n(xr;g,l + o(xe evez) 


成 立 ， 其 中 常数 c, 依赖 于 A， 且 o 常数 是 一 绝对 常数 ，cs 是 不 
能 实际 计算 出 的 常数 。 

定理 4.3.4 设 z 宇 y>3， 则 对 所 有 的 模 g 志 y， 可 能 除去 
一 些 “ 例 外 模 ”g 一 一 这 些 g 一 定 是 某 一 个 可 能 存在 的 go( qo 污 
log? y(loglogy)“) 的 倍数 一 一 以 外 , 当 (g, 1) = 工时 ,有 如 下 式 成 
立 ; 


V log 


RC 7)+o(xe. ey 


@ 特征 r (4) 是 属于 模 g， 记 作 x (h) modg， 模 9 的 特征 x (h) 称 模 g 的 
主 特征 ， 其 他 的 所 有 特征 都 称 为 非 主 特征 。 
加 L(o,x) 为 上 哺 数 ， 
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其 中 ， 大 o 常数 及 cs 都 是 绝对 的 可 计算 的 常数 - 

上 述 两 个 定理 之 一 可 推出 如 下 结果 。 

定理 4.3.5 ”对 于 奇数 N 表 为 三 个 奇数 之 和 的 表 法 个 数 
T(N) 有 渐 近 公式 


T(N) = 二 R， (N) 坟 ~ 人 el 
其 中 ， R, (N) 为 (9) 式 所 示 ， a > a 
维 诺 格 拉 休 夫 成 功 地 创造 了 素 变 数 三 角 和 估计 方法 ， 证 明了 


哈代 、 李 特 温 德 关于 三 角 和 S(a, N) 性 质 的 猜测 ， 即 ， 他 证 明 
了 : 适当 选取 M，rt， 当 aE€E, 时 ， 有 


N 
SON PG ne (10) 
由 此 易 推 出 
T,(N)< | | S*(a, N) 1 da < ——— SN 
logsN log4N” 


这 就 表明 T,(NN) 对 Ti(N) 来 说 是 可 以 忽略 的 次 要 项 , 从 而 就 证 
明了 三 素数 定理 。 

维 诺 格拉 水 夫 处 理 基 本 区 间 El 上 的 积分 用 的 是 分 析 方 法 ， 
而 处 理 余 区 间 E， 上 的 积分 用 的 是 非 分 析 方 法 。 这 种 方法 上 的 不 
一 致 性 就 导致 了 数学 家 去 探索 用 分 析 方 法 得 到 线性 素 变数 三 角 和 
S(a, 和) 的 估计 式 (10)。1945 年 ，IO，B. 列 尼克 提出 了 所 谓 革 
. 承 数 零点 密度 估计 方法 ， 他 利用 这 个 方法 证 明 估计 式 〈10)， 从 
而 使 三 素数 定理 给 出 一 个 完全 有 意义 的 分 析 法 证 明 。 他 的 这 一 方 
法 解决 了 解析 数论 中 的 许多 问题 。 这 种 协调 一 致 的 方法 上 的 思考 

是 一 种 数学 美的 追求 。 由 于 数学 美的 驱使 ， 促 使 数学 家 去 创造 新 
的 方法 。 而 创造 的 新 方法 ， 又 为 解决 更 广泛 的 一 类 问题 提供 新 的 
工具 。 由 此 看 来 ， 追 求 数学 上 的 美 是 丰富 和 发 展 数学 的 一 种 不 可 
忽视 的 动力 。 

维 诺 格拉 条 夫 创 造 的 估计 三 角 和 的 方法 是 解析 数论 中 的 强 有 
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力 的 工具 ， 应 用 这 一 方法 ， 获 得 了 解析 数论 中 许多 重要 结果 ， 为 
数论 的 发 展 起 到 了 重要 的 推进 作用 。 

三 素数 定理 证 明了 。 接 下 去 一 个 很 自然 的 想法 就 是 再 推广 这 
一 结果 。1938 年 ， 我 国 著名 的 数学 家 华罗庚 证 明了 如 下 定理 。 

定理 4.3.6 对 任意 给 定 的 整数 &， 使 每 一 个 充分 大 的 奇数 
都 可 表 为 

pi+ pa+ ps, 
其 中 p1，p2，p 为 奇 素数 。 

特别 ” 当 有 =1 时 ， 就 是 三 素数 定理 。 

另 一 个 自然 的 想法 就 是 在 定理 中 再 加 些 限 制 条 件 进行 讨论 。 
在 前 面 的 例子 中 ， 我 们 已 经 看 到 ， 一 个 奇数 分 成 三 个 奇 素数 之 和 
是 不 唯一 的 ， 同 一 个 奇数 ， 有 的 分 解 成 的 三 个 奇 素数 相差 比较 
大 ， 有 的 分 解 成 的 三 个 奇 素数 差不多 一 般 大 。 因 此 ， 可 提出 如 下 
问题 .: 

一 个 充分 大 的 奇数 表 为 三 个 几乎 相等 的 奇 素数 之 和 。 

本 世纪 50 年 代 开 始 研究 这 一 问题 ， 管 案 是 肯定 的 。 

对 于 一 个 猜想 ， 如 果 加 上 限制 条 件 ， 还 难以 推出 结论 ， 就 把 
结论 再 减弱 ， 这 也 是 解决 猜想 的 一 种 重要 途径 。1923 年 ， 哈 代 、 
李 特 滥 德 ， 得 到 了 如 下 的 假设 性 结果 : 如 果 广 义 黎 曼 猜测 成 立 ， 
那么 几乎 所 有 的 偶数 都 能 表 为 二 个 奇 素数 之 和 ， 即 有 如 下 定理 。 

定理 4.3.7 若 以 E(x) 表示 不 超过 xz 且 不 能 表 为 二 个 奇 素 
数 之 和 的 偶数 个 数 , 在 GRHO 下 ， 则 有 

E(xz)< 
其 中 s 为 一 任意 小 的 正 数 。 
维 诺 格拉 打 夫 证 明 三 素数 定理 之 后 不 入 ， 库 尔 浦 特 (J.G. 


© 所 有 L(s, zx) 的 非 显明 零点 亦 都 位 于 直线 R. S = 二 上 ,这 就 是 广义 黎 曼 假 
设 , 简 记 作 GRH。 
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Corput ) ， 楚 德 可 夫 (E.C. dynakos)， 艾 斯 特 曼 (T. Estermann)， 赫 
尔 泊 龙 (H. Heilbronn) 及 华罗庚 ， 利用 维 诺 格拉 打 夫 的 思想 方法 ， 
几乎 同时 证 明了 如 下 定理 。 

定理 4.3.8 对 于 任 给 的 正 数 4， 有 


zt 
E(x) < ja 


下 面 把 这 一 定理 的 证 明 思 想 简 述 如 下 。 
我 们 把 能 够 表 为 二 个 奇 素数 之 和 的 偶数 称 为 哥 德 巴赫 数 ， 而 
把 不 能 够 表 为 二 个 奇 素数 之 和 的 偶数 称 为 非 哥 德 巴赫 数 。 所 有 不 
超过 xz 的 非 哥 德 巴赫 数 所 组 成 的 集合 及 其 个 数 均 用 E(x) 表示 。 
E(xz) 亦 称 作 哥 德 巴赫 数 的 例外 集合 。 于 是 ， 对 于 偶数 的 哥 德 巴 
赫 猜 想 就 是 要 证 明 ， 
当 zx 之 4 时 ， 有 
E(w) := 2, 
设 z 为 充分 大 的 正 数 ， 以 DD(n,x) 表示 方程 
n= pitpa, 2<piEr, 2< pr 
的 解数 。 显 然 ， 当 和 4 时 ， 或 n>2zx 时 ， 恒 有 
D(n,x) = 0。 
同时 ， 若 
D(n,7x) >0,， 
则 ”一 定 是 哥 德 巴赫 数 。 
设 SCa,zr) = 2》) e(ap), 则 显然 有 


D(n,x) = | sse ne- an )cta 。 
设 M=log*r，t=x 1!， A 之 9 为 待定 正常 数 ， 对 于 这 样 的 
M，rt， 可 以 确定 基本 区 间 E, 和 余 区 间 E,。 于 是 ， 有 
二 
D(n,x) = [sr(a,a)e(- an ) da 


= Di(n,x)+ Ds (n,x) 


四、 一 步 之 答 143 
其 中 Di(n,x) Sl S2(a,z)e(- an ) da 


1 
1 -一 
一 | 1 Si(a, x)e(— an ) da, 


{S(a, x),a € EE, 
和 六壬 台 
[0 a E E,, 


Ds(n,x) = 人 S2(a,zye(- an)da 


Sila, 


1 
1 -二 
一 | 1 Si(a, x)e(— az ) da, 


{S(a, zx),a € E,, 


Ss(a, zx) = 1 a € EL， 
如 果 能 够 证 明 

| Di(n,x) 1>1 D,(n,x) 1, (11) 
那么 一 定 有 

D(n, xz) > 0， 


因而 ”就 一 定 是 哥 德 巴赫 数 。 利 用 维 诺 格拉 条 夫 证 明 三 素数 定 
理 的 思想 及 如 下 关系 式 


1 
1 -二 
>， 1 Di(n,7x) 1 | 它 | Si(a, x) 14da 


| | Si(a, x) 1da, 
Pi 


1_ 工 
> | D,(n, zx) 12 = I | S,(a, x) Ida 


= | | Sa(a, x) 14da， 
就 可 证 明 ， 几乎 对 于 所 有 不 超过 z 的 偶数 *， 都 有 (11) 式 成 立 。 
这 样 一 来 ， 对 于 任意 给 定 的 正 数 4， 区间 ( 子 ，z ] 中 的 偶数 
n， 除 了 可 能 有 
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区 


< 


log’x 
个 例外 值 外 ， 恒 有 
| Di(n,x) 1>1 Ds(n,zx)| 


成 立 。 若 以 E(x) 表示 区 间 [ 地, x ] 中 的 非 哥 德 巴赫 数 的 个 数 ， 
则 由 此 立即 推出 
Fi(z) < a 9 
Ax 


ee 8 成 江 。 

定理 4.3.8 是 利用 圆 法 和 维 诺 格 拉 打 夫 思 想 给 子 证 明 的 。 当 
一 个 强 有 力 的 思想 问世 之 后 。 数 学 家 很 快 就 会 接受 过 来 ， 从 而 大 
大 推进 对 于 偶数 哥 德 巴赫 猜想 的 研究 。 研 究 猜想 一 方面 要 创造 新 
的 方法 ， 另 一 方面 也 应 对 科学 发 展 有 强烈 的 敏感 性 ， 把 其 它 创造 
的 新 思想 新 方法 移植 到 自己 所 研究 的 问题 上 来 。 这 样 才 会 给 研究 
工作 带 来 生气 勃勃 的 新 局 面 ， 做 出 具有 重大 意义 的 成 果 。 

对 于 一 个 猜想 得 到 一 个 较 弱 结果 之 后 ， 再 向 较 强 的 结果 一 步 
步 通 近 ， 这 是 解决 猜想 的 又 一 个 重要 途径 。 

1972 年 ， 文 汉 (Vanghan) 证 明了 

定理 4.3.9 存在 正常 数 ce， 使 

E(x) < rexp(- ¢ Vlogzx)。 (12) 
1975 年 ，Montgomery 和 Vanghan 进一步 改进 了 (12)， 得 


定理 4.3.10 存在 一 个 可 计算 的 绝对 正常 数 A， 使 得 
E(x)<< rl!”。 
为 了 证 明 这 一 结果 ， 几 乎 用 到 了 工 函数 零点 分 布 的 全 部 知 
识 ， 并 且 把 大 筛 法 应 用 于 对 圆 法 中 基本 区 间 的 讨论 。 
1979 年 ， 我 国 两 名 著名 的 数学 家 陈景润 和 潘 承 洞 定 出 常数 
A>0.01。 这 是 目前 对 于 例外 集合 E(x) 的 阶 的 估计 最 好 的 结 
果 。 
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(四 ) 第 法 


为 了 证 明 把 一 个 偶数 拆 成 两 个 奇 素数 之 和 ， 我 们 探讨 与 此 问 
题 有 关 的 更 加 广泛 的 命题 . 

把 一 个 偶数 拆 成 两 个 数 a 与 之 和 ， 其 中 a 是 一 个 不 超过 a 
个 素 因 子 的 数 ，2 是 一 个 不 超过 6 个 素 因子 的 数 。 

这 样 两 个 数 称 为 歼 素 数 ， 记 作 (a + 5) 。 哥 德 巴赫 猜想 就 是 
要 证 明 (1+1)。 通 过 逐步 减少 素 因 子 的 个 数 的 办 法 来 寻求 解决 猜 
想 (4A) 的 途径 ， 筛 法 就 成 了 一 个 强 有 力 的 工具 。 

得 法 是 寻求 素数 的 一 个 古老 的 方法 。 这 个 方法 是 两 千 多 年 前 
古 希 腊 学 者 爱 拉 托 斯 (Eratosthenes， 大 约 公 元 前 230) 所 创造 
的 ， 称 爱 拉 托 斯 第 法 。 用 此 方法 可 造 出 不 超过 已 知 数 N 的 素数 ， 
现在 叙述 如 下 : 

写 出 数 1，2，…，N， 在 这 一 列 数 中 第 一 个 大 于 1 的 数 是 
素数 2。 从 数列 中 划 掉 2 以 外 的 所 有 2 的 倍数 。 接 着 2 的 第 一 个 
没有 被 划 掉 的 数 是 素数 3。 从 数列 中 划 掉 3 以 外 的 所 有 3 的 倍 
数 。 接 着 3 的 第 一 个 没有 被 划 掉 的 数 是 素数 5， 这 样 继续 下 去 ， 
就 得 到 不 超过 已 知 数 N 的 所 有 素数 。 

这 是 一 种 原始 第 法 ， 随 着 数学 的 发 展 ， 筛 法 也 得 到 了 发 展 。 
什么 是 第 法 ?现在 用 数学 的 语言 叙述 如 下 : 

由 有 限 个 且 满 足 一 定 条 件 的 整数 组 成 的 集合 以 A 表 之 ， 满 
是 一 定 条 件 的 无 限 多 个 不 同 的 素数 组 成 的 集合 记 为 B，z 宇 2 为 
任 一 正 数 。 令 

p(z) = 人 2。 


在 集合 A 中。 所 有 与 p(x) 互 素 的 元 素 的 个 数 记 为 S(A;B， 
z)， 即 
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S(A;B,xz) = 和 5 


二 


这 里 p(xz) 就 起 到 一 个 “ :第 子 * 的 作用 ， 凡是 和 它 不 互 素 的 都 被 
“得 掉 ”， 而 与 它 互 素 的 数 都 被 留 下 。 所 谓 “算法 ”其 含义 也 正 是 
如 此 。“ 簿 子 ” 的 大 小 是 与 集合 B 及 zx 有关。z 你 大， 筛子 就 愈 
大 ， 被 筛 掉 的 数 就 越 多 。S$(A;B, xz) 是 集合 A 经 过 筛子 pp(=) 得 
选 后 所 剩 下 的 元 素 的 个 数 。 我 们 称 S(A;B, =) 为 得 函数 。 显 然 ， 
得 法 的 目的 就 在 于 对 于 得 函数 要 了 如 指 掌 。 因 此 研究 往 函 数 的 性 
质 及 其 作用 就 成 为 “得法 ”中 的 基本 问题 ， 而 其 中 最 重要 的 问题 
之 一 就 是 估计 得 函数 S(A;B, =) 的 上 界 和 正 的 下 界 。 

设 A 是 一 由 有 限 个 整数 组 成 的 集合 (元素 可 重复 )，B 是 一 
个 无 限 多 个 素数 组 成 的 集合 。 再 设 = 之 2 是 任意 实数 ， 并 令 


P(z) = [lp. 
易 知 得 函数 具有 如 下 简单 性 质 : 


i. S(A;B,xz) =1A19; 

i. S(A;B,z) 宇 0; 

ii S(A;B, <) 之 S(A;B, ?2),2 < 2z] SE >2j 
iv S(A;B,2:)= YY Du(a) 


dE de p(x2)) 
= Du(d)lAyl, (1) 
d p(:) 
其 中 A, 表示 和 集合 A 中 所 有 能 被 4 整除 的 元 素 所 组 成 的 子 集合 
解决 -- 个 具体 问题 ， 就 是 归结 到 所 给 的 问题 如 何 与 第 沼 数 发 
生 联 系 。 现 在 把 得 函数 与 命题 (4 + 5 ) 的 联系 叙述 如 下 . 
设 SN 为 一 大 偶数 ， 取 集合 
A=A(N)= ON-7), 1 入 7) 所 和 |， 
所 有 素数 组 成 的 集合 记 为 B。 再 设 4 宇 2， 取 := NI 如果 能 


人 Al 表示 有 限 集合 4 的 元 素 的 个 数 , 
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证 明 筛 函数 
S(A;B, NI ) > 0， 

则 显然 就 证 明了 命题 (a + a ), 其 中 
_ /4 一 1 4 是正 整数 ; 
”|[4] 4 不 是 正 整 数 。 

特别 ， 当 4 =2 时 ， 这 就 证 明了 命题 (1 + 1)。 

发 一 方面 ， 若 求 得 S(A;B, NI ) 的 一 个 上 界 ， 那 么 我 们 就 
相应 地 得 到 一 个 大 偶数 表 为 二 个 素 因 子 个 数 不 超 过 a 个 数 之 和 
的 表 法 个 数 的 上 界 。 

如 果 我 们 取 集 合 

C= C(N)= IN- p,p&N|, 
能 证 明 筛 函 数 

S(C;B, NI) > 0， 
则 显然 证 明了 命题 (1 + a) 。 同 样 ， 若 求 得 SCC;B, NI ) 的 一 
个 上 界 ,那么 ,我 们 也 就 相应 地 得 到 了 偶数 表 为 一 个 素数 与 一 个 素 
因子 不 超过 a 个 数 之 和 的 表 法 的 上 界 。 

由 上 述 可 知 ， 命 题 ( + 5) 和 求 第 函数 的 正 下 界 与 上 界 这 一 
问题 密切 相连 的 。 其 中 > 不 能 取得 太 小 (相对 N 来 说 )， 一 定 要 
取 N' ”那么 大 的 阶 。 显 然 4 取得 越 小 越 好 。 如 果 一 个 筛 法 理论 
仅 能 对 较 小 的 = (比如 取 logN ) 才能 证 明 簿 函数 有 正 的 下 界 估 
计 ， 那 么 这 种 得 法 理论 对 我 们 所 讨论 的 问题 是 无 用 的 。 十 老 的 和 
法 正 是 这 样 的 。 因 此 ， 要 想 解决 我 们 的 问题 ， 必 须发 展 已 有 的 得 
法 。 由 (1) 式 可 以 看 出 ， 筛 函数 S(A;B, z) 的 估计 和 集合 Ay, 
4d/p(xz) 有 关 。 如 果 对 于 给 定 的 集合 A 及 B， 我 们 适当 选取 一 个 
正 数 z >1， 及 一 非 负 可 乘 函 数 

wd),u(d) 0,(d,B)= 10, 


巴 吾 表示 所 有 不 属于 已 的 素数 组 成 的 集合 。 设 /是 -整数 集 侣 , 4 为 一 整数 , (4 
Am) = 1 表示 d 和 w 中 每 一 个 数 都 互 素 。 
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并 设 
rs =1 Aal- Dx, (2) 


我 们 的 目的 就 是 用 全 各 X 代替 | As | 。 我 们 要 求 就 某 种 平均 塌 
义 上 来 说 ， 使 误差 项 rs 尽 可 能 地 小 。 怎 样 选取 最 好 的 X 和 
w(d) ， 这 由 集合 4 的 性 质 来 确定 。 
由 (1) 及 (2) 有 
S(A;B,z) = 2) u(d) 


py 


SR i 


p<X dlp(z) 
pEB 


当 z 相对 于 X 并 不 是 很 大 时 ， 余 项 的 项 数 过 1, 即 p(xz) 的 除 
数 个 数 就 可 能 很 大 ， 例 如 取 p(z) = 1lz, 网 当 z >logX 时 ， 


余 项 的 项 数 就 大 于 X， 这 样 就 不 可 能 得 到 有 用 的 估计 。; 这 种 方 
法 仅 当 z 很 小 时 ， 例 如 zloglogX， 才 有 效 。 这 就 是 所 说 的 爱 
拉 托 斯 筛 法。 这 种 第 法 在 理论 上 是 无 用 的 ， 因 为 数论 问题 所 需要 
的 是 x 相对 于 X 来 说 是 较 大 的 情况 。 于 是 在 1920 年 前 后 ， 布 伦 
(Brun) 首先 对 爱 拉 托 斯 得 法 作 了 重大 改进 。 布 伦 利用 他 的 方法 
证 明了 命题 (9+9)。 由 于 这 一 方法 获得 了 对 于 哥 德 巴赫 猜想 研 
究 的 重大 成 果 ， 这 就 开辟 了 人 们 利用 得 法 研究 猜想 (A) 及 其 他 
数论 问题 的 新 途径 。 这 种 方法 叫 布 伦 盘 法 。1950 年 前 后 ， 谢 尔 
白 格 (A. Selberg ) 对 爱 拉 托 斯 筛 法 ， 利 用 求 二 次 型 极 值 的 方法 ， 
作 了 另 一 个 重大 改进 。 这 种 方法 叫做 谢 尔 白 格 方法 。 用 该 种 方 
法 ， 得 到 了 筛 函 数 的 上 界 估计 。 这 两 种 方法 共同 点 在 于 设法 控制 
余 项 的 项 数 ， 使 从 余 项 所 得 的 估计 相对 立项 来 说 可 以 忽略 不 计 ， 
同时 也 要 使 主 项 得 到 尽 可 能 好 的 估计 。 

把 命题 (a + 5) 和 对 一 个 得 函数 的 估计 直接 相 联系 ， 这 样 
得 到 的 结果 是 较 弱 的 。 要 得 到 较 强 结果 ， 还 要 设法 通过 另 一 途径 


“(Dx 后 p> a 
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来 改进 第 法 。1941 年 ， 库 恩 (Kuhn) 首先 提出 了 所 谓 “ 加 权 筛 
法 "。 后 来 数学 家 对 各 种 形式 的 “加 权 筛 法 ”进行 了 研究 ， 从 而 
使 筛 法 的 效用 越 来 越 大 ， 所 获得 的 结果 也 就 得 到 不 断 的 推进 。 

证 明 命题 (a + 5) 的 历史 进展 可 概述 如 下 : 

1920 年 ， 布 伦 证 明了 命题 (9 + 9) ; 

1924 年 ， 拉 德 马 哈 尔 证 明了 命题 (7 + 7); 

1932 年 ， 爱 斯 斯 尔 曼 证 明了 命题 (6 + 6); 

1937 年 ，Ricci 证 明了 命题 (5+7),(4+9),(3+15S) 以 及 (2 
+ 366); 

1938 年 ， 布 赫 斯 塔 勃 证 明了 命题 (5 + 5); 

1939 年 ， 塔 鲁 塔 柯 夫 斯 基 及 1940 年 ， 布 赫 斯 塔 达 都 证 明了 
命题 (4 + 4) ; 

1941 年 ， 库 恩 提 出 了 “加 权 筛 法 ”"， 后 来 证 明了 命题 (a + 
5), 其 中 a + 5b 志 6。 

以 上 的 结果 都 是 利用 Brun 筛 法 得 到 的 。 以 下 的 结果 都 是 利 
用 Selberg 第 法 得 到 的 。 

1956 年 ， 王 元 证 明了 命题 (3 + 4) ; 

1957 年 ， 维 诺 格拉 朱 夫 证 明了 命题 (3 + 3) ; 

1957 年 ， 王 元 证 明了 命题 (2 + 3) 以 及 命题 (a + 5), 其 中 
+b 5 

为 了 证 明 命题 (1 + 56), 需要 估计 第 函数 S(B;P, xz) 。 当 信 
计 筛 函数 的 上 界 与 下 界 时 ， 需 要 对 主要 项 进行 计算 ， 对 余 项 进行 
估计 。 但 在 余 项 的 估计 上 存在 很 大 困难 。 这 实质 上 ， 就 归结 到 估 
计 下 面 的 和 式 : 

R(xz, 7) = Dp (d) max max, p(y;d, 1) 二 到 o 


对 于 这 一 和 式 进行 估计 ， 需 要 利用 复杂 的 解析 数论 方法 。 
1948 和 年， 匈牙利 数学 家 A，Renyi 利用 列 尼 克 所 创造 的 大 簿 
法 ， 研 究 了 工 函数 的 零点 分 布 ， 从 而 证 明了 ， 一 定 存在 一 个 正 
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数 fo>0， 使 对 任意 一 个 正 数 7< 加 及 任意 正 数 A， 有 估计 式 


R(x, 7) < 二 (x*) 

成 立 。 进 而 利用 布 伦 得法 和 这 一 结果 证 明了 (1 + 65)。 

利用 上 述 方法 确定 常数 加 ， 将 是 很 小 的 ， 而 “将 是 很 大 的 。 
我 们 希望 b 越 小 越 好 ， 这 就 需要 改进 方法 ， 以 便 定 出 尽 可 能 大 
的 7oo 

1962 年 ， 潘 承 洞 证 明了 当 m= 地 时 ， 上 面 的 估计 式 (* ) 
成 立 ， 从 而 证 明了 (1 + 5) 。 

1962 年 ， 王 元 从 进一步 改进 秘法 着 手 ， 由 加 = 于 推出 了 命 
题 (1 + 4)。 同 时 还 推 得 m 和 6 间 的 一 个 非 显 然 联 系 , 从 而 分 别 扒 
出 命题 (1 + 4) 和 (1 + 3)。 

1962 年 ， 潘 承 洞 证 明了 加 = 言 时 ， 估 计 式 (x ) 成 立 ， 并 利 
用 较 简单 的 得 法 证 明了 命题 (1 + 4) 。 

1965 年 布 赫 斯 塔 款 由 加 = 高 推出 了 命题 (1+ 3)。 

1966 年 ， 陈 景 润 宣布 他 证 明了 命题 (1 + 2) ，1973 年 ， 他 给 
出 该 命题 的 详细 证 明 。 陈 景 润 之 所 以 能 使 哥 德 巴 幸 铺 想 研究 推进 
一 大 步 ， 是 由 于 他 提出 了 新 的 加 权 函 数 。 对 于 同一 个 问题 ， 选 取 
不 同 的 权 函 数 ， 就 可 以 得 到 不 同 的 结果 。 当 权 函 数 o(a) = 1 时 ， 
可 得 到 命题 (1+ 4), 取 p(a) = 1 让 pi(4), 就 得 到 命题 (1 + 3)， 
而 取 


ol(a)= 1-— pi(a) 一 本 oa(a)， 
就 证 明了 命题 (1 + 2) 。 由 此 ， 我 们 可 猜想 ， 是 否 可 用 选取 不 同 
的 权 函 数 ， 去 证 明 命 题 (1 + 1) 呢 ? 可 是 按 此 方向 考虑 问题 是 否 
能 走 通 ， 到 目前 为 止 ,还 看 不 出 有 什么 眉目 。 
通过 命题 (a + 5) 研究 过 程 的 简单 概述 ， 使 我 们 看 到 ， 要 椎 
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进 对 猜想 研究 的 结果 ， 应 在 对 已 取得 成 果 的 基础 上 ， 对 所 用 的 方 
法 作 些 不 同方 向 上 的 改进 和 突破 。 方 法 的 改进 和 突破 是 在 猜想 的 
研究 中 产生 的 。 方 法 和 成 果 是 相辅相成 的 ， 因 此 ， 我 们 对 于 猜想 
的 研究 ， 应 从 不 同 的 角度 加 以 探索 ， 这 样 不 但 有 利于 猜想 本 身 的 
解决 ， 而 且 在 解决 猜想 的 过 程 中 还 可 以 大 大 丰富 数学 内 容 ， 促 使 
数学 理论 的 发 展 。 


152 数学 猜想 集 


丑 、 外 天 何须 五 色 石 


一 一 地 图 着 色 与 四 色 猜 想 


在 地 图 染色 的 实际 工作 中 ， 提 出 了 一 个 著名 的 数学 难题 一 
四 色 和 猜想 。 这 一 问题 提出 后 ， 数 学 家 经 过 一 百 多 年 的 研究 与 控 
索 ， 于 1976 年 ， 借 助 于 电子 计算 机 才 给 出 了 证 明 ， 从 而 使 四 色 
竹 想 转化 成 四 色 定 理 。 这 是 一 个 秦 动 整个 数学 界 的 重大 事件 。 从 
思想 方法 的 角度 对 这 一 事件 作 一 分 析 ， 无 疑 是 有 重要 价值 和 启发 
意义 的 。 


(一 ) 四 色 和 猜想 的 提出 


1， 什 么 叫 四 色 猜 想 ? 


画 一 张 表现 许多 国家 的 地 图 ， 为 了 把 不 同 的 国家 区 别 开 来 ， 
常用 不 同 的 颜色 来 着 色 。 在 一 张 地 图 上 ， 有 多 少 国家 ， 就 用 多 少 
种 颜色 着 色 ， 肯 定 可 以 区 别 出 来 。 但 我 们 希望 用 的 颜色 种 类 要 
少 ， 又 要 把 国家 之 间 明 显 地 区 分 出 来 ， 即 要 保证 相 邻 国家 不 用 同 
一 种 颜色 。 这 里 所 说 的 两 个 国家 相 邻 ， 是 指 这 两 个 国家 之 间 有 一 
条 公共 的 国境 线 ， 否 则 是 不 相 邻 的 。 同 时 ， 这 里 所 说 的 国家 是 连 
通 一 片 的 ， 不 包括 一 个 国家 分 成 几 个 区 域 的 情况 。 

作 了 上 述说 明之 后 ， 现 在 要 间 ， 通 一 张 彩色 地 图 ， 不 管 有 多 
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少 国家 ， 也 不 管 这 些 国家 处 在 怎样 的 地 理 位 置 上 ， 最 少 需要 几 种 
颜色 ? 

经 过 大 量 的 试验 ， 画 任何 一 张 彩色 地 图 ， 只 要 四 种 颜色 就 足 
够 了 。 这 就 是 地 图 四 色 问 题 ， 亦 称 “ 四 色 猜 想 *。 这 个 问题 的 提 
法 很 简单 ， 甚 至 连 不 识字 的 老 太 太 也 能 听 懂 ， 但 要 证 明 这 一 狂 
测 ， 一 百 多 年 来 却 绞 尽 了 许多 数学 家 的 脑汁 。 直 到 1976 年 ， 才 
由 美国 数学 家 用 电子 计算 机 证 明了 它 。 从 而 四 色 问 题 就 转化 成 了 
四 色 定 理 。 不 借助 于 电子 计算 机 ， 至 今 尚 无 人 用 纯粹 的 数学 手法 
给 出 其 证 明 。 


2， 先生 问 学 生 和 学 生 问 先生 


1840 年 ， 默 比 乌 斯 (A.F. M6bius, 1790 一 1868 ) 给 学 生 讲 ， 
在 平面 上 很 容易 指出 四 个 区 域 ， 其 中 每 两 个 区 域 都 有 一 个 公共 的 
边界 线 ， 并 要 求学 生 证 明 ; 在 平面 上 决 不 可 能 指出 五 个 区 域 都 具 
有 上 述 性 质 。 从 这 个 论断 的 证 明 中 ， 可 得 出 默 比 乌 斯 假设 : 画 在 
平面 或 球面 上 的 每 张 地 图 都 可 以 用 四 种 颜色 着 色 ， 使 得 有 公共 边 
界 的 每 两 个 国家 都 可 用 不 同 的 颜色 来 着 色 。 第 一 个 明确 提出 四 色 
间 题 的 是 一 位 大 学 生 ， 名 叫 弗 兰 西 斯 古 特 里 。1852 年 ， 弗 兰 西 
斯 和 他 哥哥 弗 雷 德里 克 同 在 伦敦 上 学 。 他 写 信 给 哥哥 ， 指 出 每 张 
地 图 上 的 国家 总 能 用 四 种 颜色 着 色 ， 使 相 邻 国家 的 颜色 都 不 相 
同 。 这 一 问题 能 否 用 数学 方法 证 明 ? 哥哥 回答 不 了 弟弟 提出 的 问 
题 , 就 去 问 他 们 的 老师 、 著 名 数学 家 A. 德 摩根 (A . de 
Morgan，1806 一 1871) 教授 。 但 A， 德 摩根 也 无 法 判定 这 一 和 猜 
想 的 真 伪 性 。 于 是 ， 他 又 写 信 给 他 在 三 一 学 院 的 好 友 、 著 名 数学 
家 和 物理 学 家 哈密 顿 (W.K.Hamilton,1805 一 1865) 。 他 在 信 中 
写 道 “我 的 一 个 学 生 今 天 要 我 为 他 提供 一 个 充分 的 理由 ， 来 说 
明 一 件 我 自己 还 无 法 判明 究竟 是 对 还 是 错 的 事实 。 他 说 ， 如 果 画 
一 张 图 ， 图 上 任意 分 成 许多 部 分 ， 凡 是 有 共同 边界 线 的 两 个 部 分 
都 要 涂 上 不 同 的 颜色 ， 那 么 ， 大 概 需要 四 种 颜色 ， 而 不 需要 更 多 
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的 颜色 就 可 以 了 。 请 问 ， 难道 不 能 构造 出 一 个 需要 五 种 或 者 更 多 
种 颜色 的 图 吗 ?” 

哈密 顿 对 这 一 问题 也 没有 给 出 确切 的 回答 。 从 这 封 信 可 以 看 
出 ， 当 时 德 摩根 对 四 色 猜 想 是 持 怀 疑 态度 的 。 经 过 探索 ， 他 证 明 
了 : 五 个 国家 不 能 每 个 都 和 其 余 的 相 邻 。 这 一 结果 又 使 他 相信 永 
和 不 需要 五 种 颜色 ， 因 而 四 色 猜 想 是 对 的 。 但 是 ， 地 图 上 不 能 有 
五 个 彼此 相 邻 的 国家 的 论据 并 不 能 成 为 四 色 猜 想 的 证 明 。 不 然 的 
话 ， 如 果 六 个 国家 中 没有 四 个 国家 是 每 个 都 和 其 他 三 个 相 邻 ， 就 
不 需要 四 种 颜色 着 色 了 。 然 而 ， 实 际 上 仍然 需要 四 种 颜色 着 色 。 
所 以 ， 用 地 图 所 需 色 数 等 于 相 邻 国家 的 最 大 值 来 推 证 四 色 问 题 是 
不 行 的 ， 要 解决 四 色 问 题 需要 另 寻 途径 。 


《二 ) 早期 的 证 明和 五 色 定理 


1， 凯利 的 呼吁 


1878 年 ， 英 国 著名 数学 家 凯利 (Arthur Cayle, 1821 一 1895) 
在 伦敦 数学 家 会 议 上 就 四 色 问 题 作 了 报告 。 在 报告 中 ， 他 呼 呼 与 
会 者 独立 地 解决 这 一 问题 。 于 是 ， 四 色 问 题 开始 吸引 了 许多 有 才 
智 的 人 去 研究 它 ， 从 而 也 就 引起 了 人 们 的 广泛 重视 。 自 凯利 报告 
之 后 ， 各 国 所 有 数学 中 心 和 全 世界 所 有 主要 数学 杂志 都 源源 不 断 
地 收 到 关于 四 色 问 题 的 种 种 错误 证 明 。 

凯利 报告 后 的 第 一 年 ， 也 就 是 1879 年 ， 发 表 了 律师 出 身 的 
A'B' 肯 普 (A.B.Kempe,1849 一 1922) 对 四 色 问 题 的 证 明 。1880 
年 ， 发 表 了 P. J.， 台 特 的 证 明 。 凯 利和 其 他 数学 家 对 有 关 的 论 
证 没有 发 现 什么 破绽 ， 都 十 分 满意 。 但 是 在 1890 年 ， 当 时 才 29 
岁 的 年 轻 英 国 数学 家 P' 栈 希 伍德 (P.J. Heawood, 1861 一 1955) 发 
现 他 们 的 证 明 是 有 漏洞 的 。 后 来 有 许多 人 设法 弥补 其 漏洞 ， 结 果 
都 失败 了 。 虽 然 如 此 ， 肯 普 的 文章 仍然 有 价值 ， 因 为 在 他 的 证 明 
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中 包含 了 引导 到 正确 证 明 的 绝 大 部 分 基本 概念 ， 其 中 的 思考 路 线 
可 以 用 来 获得 新 的 成 果 。 成 果 之 一 是 可 以 用 肯 普 的 思考 路 线 来 证 
明 五 色 定 理 。 


2. 另辟蹊径 


希 伍德 以 其 毕生 精力 来 研究 四 色 问 题 。 他 虽然 没有 最 后 解决 
这 一 问题 ， 但 他 发 表 过 好 几 篇 重要 的 论文 。 他 证 明了 任何 地 图 只 
要 五 种 颜色 就 够 了 ， 也 就 是 地 图 的 五 色 定 理 ， 或 者 叫 希 伍德 定 
理 。 更 重要 的 是 希 伍 德 想 从 考察 一 般 曲 面 的 着 色 问 题 来 进攻 平面 
四 色 问 题 。 希 伍德 研究 了 更 复杂 的 曲面 上 的 地 图 着 色 问 题 。 他 证 
明了 每 张 环 面 地 图 都 可 以 用 七 种 颜色 着 色 ， 以 使 任何 两 个 相 邻 国 
家 都 不 会 染 上 同一 颜色 。 如 果 他 的 方法 能 用 于 平面 ， 那 就 会 提供 
四 色 猜 想 的 证 明 。 可 惜 这 种 解决 方法 只 适用 于 更 复杂 的 曲面 ， 而 
不 适用 于 简单 的 平面 或 环 面 。 这 表明 一 定 的 方法 具有 一 定 的 适用 
范围 ， 方 法 的 运用 是 有 条 件 的 。 

环 面 是 只 有 一 个 “ 洞 ” 的 封闭 曲面 ， 由 少 到 多 ， 对 于 多 个 
“ 洞 ” 的 情况 ， 例 如 有 四 个 “ 洞 ”的 封闭 曲面 ， 又 有 怎样 的 结论 
呢 ? 一 般 地 ， 希 伍德 推测 ; 

在 有 p 宇 1 个 润 的 封闭 曲面 上 ， 足 以 为 任何 地 图 着 色 的 最 小 
色 数 等 于 

M = |7+v1+48p 
p > ， 


其 中 [zj] 表示 取 z 的 整数 部 分 。 特 别 是 ， 当 p= 1 时，M1=7。 
这 正 是 环 面 的 结论 。 

后 来 ， 德 国 数学 家 G. 林 格 尔 用 这 个 推测 ， 首 先 证 明了 : 足 
以 为 任何 一 张 有 p 实 1 个 “ 润 ” 的 封闭 曲面 地 图 着 色 的 真正 最 小 
色 数 N,， 永 远 也 不 会 超过 “ 希 伍 德 数 ”M,， 且 有 |N, - M,| 志 
2。 以 后 ， 美 国 数学 家 UT 杨 斯 进一步 证 明了 | N, - Mi | 委 1， 
而 希 伍德 的 假设 对 于 不 同 于 球面 的 “几乎 一 切 ”封闭 曲面 都 是 成 
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立 的 。 最 后 ， 于 1974 年 ， 林 格 尔 对 希 伍德 的 假设 作 了 完整 的 证 
明 。 
下 面 我 们 给 出 五 色 定 理 的 证 明 ， 为 此 先 介 绍 一 些 必 要 的 知 


识 。 
3， 约 当 曲 线 和 欧 拉 定 理 


我 们 假定 ， 在 平面 上 ， 有 有 限 个 弧 ， 将 平面 划分 为 有 限 个 区 
域 。 不 妨 假 定 任何 两 个 弧 或 无 交点 ， 或 有 交点 。 在 有 交点 的 情况 
下 ， 或 交 于 一 个 共同 端点 ， 或 交 于 两 个 共同 端点 。 由 一 些 弧 及 其 
端点 所 构成 的 图 形 ， 叫 做 网 络 。 

约 当 曲线 定理 ”在 平面 上 任何 一 简单 闭合 曲线 <， 把 平面 划 
分 为 两 个 区 域 ， 一 个 是 有 界 的 ， 即 内 部 ， 一 个 是 无 界 的 ， 即 外 
部 。 二 者 都 以 c 为 边界 。 

证 明 不 妨 假定 c 是 由 有 限 个 线段 所 组 成 的 闭合 折线 ， 我 们 
选择 一 坐标 zoy， 使 之 具有 如 下 性 质 : 

(1) c 不 与 y 轴 相 交 ， 

(2) c 中 的 线段 都 不 平行 于 x 轴 。 

于 是 ， 任 一 平行 于 x 轴 的 直线 与 c 交点 的 个 数 必定 是 有 限 
个 。 

在 平面 上 ， 任 取 一 点 P， 作 一 直线 PQ or， 且 与 y 轴 相 交 

于 Q。PQ 与 c 交点 的 个 数 可 这 样 计 算 : 假若 PQ 与 < 的 一 个 公 
共 点 不 是 中 任 一 线段 的 端点 ， 那 么 该 点 算 一 个 交点 。 假 若 PQ 
与 c 的 一 个 公共 点 是 < 中 某 两 线段 的 公共 端点 ， 且 两 线段 在 PQ 
的 两 边 ， 那 么 该 点 也 算是 一 个 交点 。 和 否则 不 算 交 点 。 

假定 P 是 平面 上 不 在 < 上 的 点 ， 如 上 法 作 PQ， 称 PP 为 第 一 
类 点 ; 假若 PQ 与 c 交点 的 个 数 为 奇数 ， 称 已 为 第 二 类 点 。 假 
若 其 交点 的 个 数 为 偶数 ， 当 PQ 平行 于 x 轴 移 动 时 ， 易 见 第 一 类 
点 可 以 用 不 跨 过 < 的 线段 结合 在 一 起 ， 第 二 类 点 亦 然 ， 但 无 法 使 
第 一 类 点 与 第 二 类 点 结合 在 一 起 。 所 以 第 一 、 第 二 类 点 分 别 形成 
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了 两 个 区 域 。 因 为 y 轴 上 的 点 是 属 第 二 类 的 ， 故 其 形成 的 区 域 
是 无 界 的 ， 而 第 一 类 点 所 形成 的 区 域 是 有 界 的 。 

定理 ”车 平面 上 有 一 网 络 G， 将 其 划分 为 有 限 个 区 域 ， 则 
区 域 个 数 等 于 1 的 一 个 充 要 条 件 是 G 中 不 存在 任何 简单 闭合 曲 
线 。 

证 明 必要 性 。 若 G 中 包含 一 个 简单 闭合 曲线 <， 则 由 上 述 
定理 得 知 c 将 平面 划分 为 两 个 区 域 ， 故 G 将 平面 至 少 划分 为 两 
个 区 域 。 

充分 性 。 若 G 中 不 包含 任何 简单 闭合 曲线 ， 将 G 中 弧 的 个 
数 记 为 n。 我 们 用 归纳 法 证 明 。 当 n =1 时 ， 易 见 区 域 个 数 为 1。 
假定 弧 的 个 数 少 于 rx， 定理 真 ， 今 推 证 当 弧 的 个 数 等 于 nn 时 亦 
真 。 事 实 上 ， 由 于 G 不 包含 任何 简单 闭合 曲线 ， 我 们 由 G 中 一 
端点 出 发 而 沿 G 中 的 弧 前 进 时 ， 决 不 会 再 经 过 已 到 过 的 点 ， 故 
最 终 到 达 一 端点 ， 再 也 无 法 前 进 。 这 就 是 说 ，G 中 有 一 端点 也， 
它 只 是 G 中 一 个 弧 互 的 端点 。 我 们 去 掉 弧 下 和 端点 P， 得 到 新 
的 网 络 记 为 G"。 在 G 中 有 mn 一 1 条 弧 ， 由 假定 ， 其 区 域 的 个 数 
为 1。 另 一 方面 ， 平 面 被 G 划分 所 得 的 区 域 个 数 也 是 G 划分 所 
得 区 域 的 个 数 ， 于 是 区 域 的 个 数 仍然 是 1。 

欧 拉 定理 ” 若 平 面 有 一 连接 的 网 络 G， 其 中 至 少 有 一 端点 ， 
则 下 -E+V=2， 其 中 下 表示 G 中 区 域 的 个 数 ，EE 表示 弧 的 个 
数 ，V 表示 端点 的 个 数 。 

证 明 用 数学 归纳 法 证 明 。 先 考虑 下 = 1 的 情况 。 这 时 对 E 
用 数学 归纳 法 。 当 下 =0 时 ， 由 假定 知 V=1， 于 是 有 

F-E+V=1-0+1=2。 
如 果 玉 = &(& 字 0) 定理 对 ， 现 证 下 =k+1 时 ， 定 理 所 述 亦 真 。 
事实 上 ， 设 G 是 连接 网 络 ， 其 中 下 =1，E= 上 +1。 由 上 述 定理 
知 G 中 不 包含 任何 简单 闭合 曲线 ， 于 是 G 中 存在 一 端点 P， 雍 
只 是 G 中 一 个 弧 c 的 端点 。 去 掉 弧 c 及 端点 P 得 到 一 个 新 网 络 
G’。G “中 的 区 域 、 弧 、 端 点 的 个 数 分 别 记 为 FF ，E“，V ， 则 有 
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F'=F=1, E=E-1=k, V'=V-1, 
由 假定 知 

F'-E+V’=2, 
于 是 ， 对 于 G 有 

F-E+V=F-E+V=2, 
从 而 证 明了 当 下 =1 时， 定理 是 对 的 。 

如 果 假 定 下 = i(i 实 1) 时 ， 定 理 真 ， 能 推出 下 = i+1 时 ， 
定理 也 对 ， 则 全 部 命题 得 证 。 事 实 上 ,， 设 G 中 F=i+1， 由 上 
面 定理 知 ， 其 中 必 存 在 一 简单 闭合 曲线 c。 若 * 是 。 上 一 个 弧 ， 
则 在 G 中 去 掉 s 得 到 G“。G“ 中 的 区 域 、 弧 及 端点 的 个 数 分 别 记 
为 ，E'，V 。 由 约 当 曲线 定理 知 ，e 的 两 边 是 不 同 的 区 域 。 
去 掉 e 后 就 会 并 成 一 个 区 域 ， 于 是 F =F-1=i, E =FE-1，, 
7 =。 所 以 ， 当 下 =i+l 时 ， 有 

F-E+V=F-E+V =2, 


4， 五 色 定 理 


五 色 定 理 ” 若 平面 上 有 一 连通 网 络 G， 由 有 限 个 弧 及 其 端 
点 所 构成 ， 将 平面 划分 为 有 限 个 区 域 ， 则 我 们 只 需 用 五 种 颜色 予 
以 着 色 ， 使 任何 两 个 相 邻 区 域 有 两 种 不 同 的 颜色 。 

为 了 证 明定 理 ， 我 们 先 作 三 点 说 明 。 

(1) 不 妨 假定 G 中 任何 一 个 弧 的 两 边 是 两 个 不 同 的 区 域 。 
若 不 然 ，G 中 有 一 弧 的 两 边 是 同一 个 区 域 ， 我 们 可 以 从 G 中 将 
这 条 弧 去 掉 ， 这 样 去 掉 之 后 ， 既 不 影响 区 域 的 个 数 ， 也 不 影响 两 
区 域 是 否 相 邻 的 性 质 。 

(2) 不 妨 假定 G 中 每 一 端点 是 不 多 于 三 个 弧 的 端点 。 如 车 
不 然 , G 中 PP 为 n 个 弧 的 端点 , 则 我 们 添加 一 个 n 边 形 的 区 域 ,使 
G 变 成 G'。 在 G “中 每 一 个 新 端点 有 三 条 弧 。 

如 果 G' 只 需要 五 种 颜色 可 着 色 ， 那 么 G 也 是 这 样 ， 这 只 要 
让 原 有 的 区 域 保持 已 着 色 的 颜色 不 变 即 可 。 
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(3) 如 果 G 中 有 两 个 弧 el 和 es 仅 有 一 个 公共 端点 P， 且 己 
点 不 是 第 三 个 弧 的 端点 ， 我 们 就 把 es; 和 e, 合并 成 一 条 弧 s， 其 
端点 即 sl 与 s; 异 于 P 的 端点 。 这 样 改变 显然 不 影响 区 域 数 和 着 
色 问 题 ， 所 以 我 们 可 以 一 直 作 下 去 ， 直 到 不 能 再 作为 止 。 

经 过 上 述 改 变 之 后 ，G 中 每 一 端点 是 两 个 或 三 个 弧 的 公共 
端点 。 若 PP 只 是 两 个 弧 el 和 ez 的 公共 端点 ， 则 el 和 s: 有 第 二 
个 公共 端点 Q。 因 为 通过 Q 至 多 还 有 一 个 弧 e， 在 si 与 ez 形成 
简单 闭合 曲线 。 的 内 部 或 外 部 。 于 是 由 于 G 的 连接 性 质 可 知道 
的 外 部 或 内 部 是 区 域 之 一 。 

由 上 面 的 说 明之 后 ， 我 们 知道 任何 一 个 区 域 的 边界 是 一 简单 
闭合 曲线 ， 且 由 有 限 个 弧 构 成 。 在 G 中 ， 设 其 边界 为 个 弧 所 
构成 的 区 域 的 个 数 为 F;， 则 存在 一 正 整 数 n， 使 2<k 志 n。 

现在 证 F;,，i=2，3，4，5 中 至 少 有 一 个 不 为 0。 如 果 在 G 
中 存在 一 端点 P， 只 是 两 个 弧 的 公共 端点 ， 上 面 已 证 F, 关 0。 现 
在 考虑 每 一 端点 都 是 三 个 弧 的 公共 端点 。 

设 下 ， 忆 ，V 分 别 表示 G 中 区 域 、 弧 和 端点 的 个 数 。 

显然 有 


FSPrt rst mE (1) 
Fi 含 & 个 弧 。 由 于 每 个 弧 计 算 过 二 次 ， 所 以 有 

2E=2F,+3F3+*" + nF,o (2) 
因为 每 一 端点 有 三 个 统 ， 所 以 

2E=3V。 (3) 


由 欧 拉 定 理 ， 得 到 
6F—6E+6V=12, 
由 (3), 上 式 可 简化 为 ， 
6F=3V+12。 
再 由 (1)、(2) 得 
4F,+3F3+2F4+ Fs=12+ Fy+2Fs 
+…+ (n-6) 下， (4) 
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由 此 可 见 ， 在 G 中 FF,，i =2，3，4，5 至 少 有 一 个 不 为 0。 
如 者 不 然 ，F2 =0， 同 样 F; = Fy= Fs=0， 因 此 ，(4) 式 左边 是 
0， 而 右边 至 少 是 12， 这 是 不 可 能 的 。 

五 色 定 理 是 四 色 定 理 的 减弱 命题 。 当 一 个 猜想 一 时 难于 解决 
的 时 候 ， 往 往 考虑 它 的 减弱 命题 。 先 解决 较 易 解决 的 减弱 命题 ， 
这 一 方面 可 以 丰富 数学 的 内 容 ， 另 一 方面 也 将 为 最 终 解 决 猜想 积 
累 经 验 、 创 造 条 件 。 这 种 解决 问题 的 途径 其 实 不 是 别 的 ， 它 正 是 
人 的 思维 不 断 拓 深 的 一 种 具体 表现 。 正 因 其 具有 这 样 内 在 的 基 
础 ，“ 归 复杂 为 简单 、 尔 后 再 服务 于 复杂 问题 的 解决 ”的 “ 迁 回 
战术 ” 才 具 有 相当 的 普遍 意义 。 


5， 肯 普 的 证 明 


在 一 张 地 图 上 上， 如果 满足 下 面 两 个 条 件 : 

(1) 没有 一 个 国家 包围 其 它 国 家 ; 

(2) 没有 三 个 以 上 的 国家 相遇 一 点 。 
那么 ， 这 张 地 图 ， 就 叫做 是 正规 的 。 由 上 一 节 可 知 ， 对 于 一 个 非 
正规 地 图 ， 经 过 适当 修改 后 ， 可 变 成 正规 地 图 ， 且 不 影响 着 色 及 
其 相 邻 情况 。 因 此 ， 如 果 有 一 张 需要 五 种 颜色 的 地 图 ， 称 为 五 色 
地 图 ， 那 么 就 应 该 存在 着 一 张 五 色 正规 地 图 。 所 以 要 想 证 明 四 色 
猜测 ， 只 要 证 明 一 张 正 规 的 五 色 地 图 是 不 可 能 就 行 了 。 由 上 一 节 
可 知 ， 几 正规 地 图 一 定 有 一 国 具 有 少 于 六 个 的 邻 国 。 肯 普 
(Kempe，Arithur Bray， 英 国人 ，1849 一 1922) 注意 到 如 果 有 一 
张 正规 的 五 色 地 图 ， 就 会 有 一 张 国 数 最 少 的 地 图 ， 即 “ 极 小 正规 
五 色 地 图 ”"。 于 是 他 提出 : 如 果 极 小 正规 五 色 地 图 有 一 个 国家 的 
邻 国 数 少 于 六 个 就 会 有 一 张 国 数 较 少 的 正规 地 图 仍 为 五 色 的 。 所 
以 也 就 不 会 有 一 个 数 恰好 是 极 小 五 色 地 图 的 国 数 ， 因 此 没有 极 小 
五 色 地 图 的 可 能 。 肯 普 对 四 色 猜 测 证 明 的 关键 是 极 小 五 色 正 规 地 
图 不 能 含有 少 于 六 个 邻 国 的 国家 。 由 于 肯 普 知道 每 张 正规 地 图 一 
定 含 有 这 样 的 一 个 国家 ， 所 以 他 断定 没有 需要 五 种 颜色 的 极 小 正 
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规 地 图 。 因 而 不 会 有 需 用 五 种 颜色 的 任何 地 图 。 下 面 我 们 就 来 详 
细 考 察 他 对 有 三 个 或 四 个 邻 国 的 国家 是 怎样 进行 证 明 的 。 

假设 一 张 极 小 五 色 地 图 有 一 国 D 恰好 有 三 个 邻 国 A，B， 
C。 去 掉 C，DD 的 边界 线 ， 则 后 者 的 国家 数 比 前 者 少 ， 因 此 可 用 
四 种 颜色 着 色 。 若 前 者 除了 D 外 ， 都 着 上 后 者 上 的 颜色 ， 则 了 
可 着 以 与 其 三 邻 国 不 相同 的 颜色 。 这 样 一 来 ， 前 者 必然 已 用 四 种 
颜色 着 好 色 。 这 和 五 色 的 假设 矛盾 。 

设 一 张 极 小 五 色 地 图 有 一 国 已 ， 恰 有 四 个 邻 国 4A，B，C， 
D。 在 该 图 中 去 掉 B，E 之 间 的 边界 线 ， 使 之 合并 成 一 个 国家 。 
这 时 可 用 四 种 颜色 着 色 ， 剩 下 的 合并 国王 未 着 色 ， 如 果 EE 的 四 
个 邻 国 是 用 少 于 四 种 颜色 着 色 ， 那 么 有 一 种 颜色 可 供 选择 ， 供 余 
下 的 国家 用 。 这 是 可 能 的 。 这 是 因为 在 未 着 色 的 国家 EE 的 两 旁 
的 一 对 国家 的 颜色 ， 例 如 A ( 红 )，C ( 蓝 )， 从 其 中 一 国 到 另 一 
国 要 么 有 一 条 用 这 两 种 颜色 着 色 的 邻 国 的 通道 ， 要 么 没有 这 条 通 
道 。 从 A 到 也 这 条 通道 为 AFGHIC， 而 从 B 到 C 就 不 存在 这 样 
的 通道 。 如 果 存 在 的 话 ， 那 么 一 定 有 一 个 国家 是 两 条 通道 所 共有 
的 ， 这 当然 是 不 可 能 的 。 因 此 两 对 中 ， 必 然 有 一 对 不 存在 这 条 通 
道 。 假 设 这 对 国家 是 B 和 DD， 我 们 选择 其 中 的 一 国 B， 把 所 用 
的 两 种 选择 的 颜色 黄 灰 相继 的 国家 一 一 列 出 来 ， 这 些 国家 是 B， 
U，V，W， 其 颜色 次 序 为 黄 灰 黄 灰 。 我 们 交换 一 下 次 序 为 灰 黄 
灰 黄 。 于 是 未 染色 的 国家 五 的 邻 国 只 有 三 色 的 邻 国 ， 因 此 五 可 
用 黄色 着 色 。 这 样 一 来 ， 这 张 地 图 就 只 要 用 四 色 就 着 色 了 。 这 与 
地 图 需要 五 色 的 假设 相 矛 盾 。 


(三 ) 四 色 猜 想 的 证 明 


1. 不 可 避免 组 和 可 约 构 形 
肯 普 曾 证 明 每 一 张 正规 地 图 中 至 少 有 一 国 具 有 两 个 、 三 个 、 
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四 个 或 五 个 邻 国 ， 不 存在 每 个 国家 多 于 五 个 邻 国 的 平面 正规 地 
图 。 这 用 语句 来 表达 即 为 : 由 有 两 个 邻 国 、 三 个 邻 国 、 四 个 邻 国 
及 五 个 邻 国 组 成 的 一 组 构 形 是 不 可 避免 的 ， 即 每 张 正规 地 图 至 少 
必须 含有 这 四 种 构 形 中 的 一 个 。 不 可 避免 性 是 证 明 四 色 猜 想 的 重 
要 概念 之 一 。 另 一 个 重要 概念 是 可 约 性 。 直 观 上 说 ， 构 形 可 约 的 
条 件 是 只 要 检查 构 形 和 成 串 国家 能 够 合并 的 方式 就 有 一 种 方法 证 
明 这 个 构 形 不 可 能 出 现在 极 小 五 色 地 图 里 。 证 明 构 形 可 约 的 方法 
是 出 自 肯 普 证 明 有 四 个 邻 国 的 国家 不 可 能 出 现在 极 小 五 色 地 图 
里 。 可 约 这 个 词 来 自 肯 普 的 论证 形式 ， 他 证 明 只 要 五 色 地 图 中 有 
一 国 具 有 四 个 邻 国 ， 就 有 国 数 减少 的 五 色 地 图 。 

自从 肯 普 第 一 次 引入 可 约 性 概念 以 来 ， 人 们 发 展 了 检查 构 形 
是 否 可 约 的 一 些 标准 方法 。 使 用 这 些 方法 来 证 明 大 的 构 形 可 约 ， 
需要 检查 大 量 的 细节 ， 似 乎 只 有 电子 计算 机 才 有 可 能 做 到 。 求 出 
可 约 构 形 的 不 可 避免 组 ， 那 么 四 色 猜 想 也 就 证 明了 。 我 们 可 以 把 
肯 普 对 四 色 猜 想 的 证 明 看 做 是 寻求 可 约 构 形 的 不 可 避免 组 的 最 初 
尝试 。 


2. 公开 宣称 的 一 种 信念 


1913 年 ， 美 国 的 数学 家 伯 克 霍 夫 (Birkhoff，, George David, 
1884 一 1944) 检查 肯 普 证 明 的 漏洞 ， 发 展 了 而 后 证 明 四 色 猜 想 的 
大 半 基 础 。 伯 克 霍 夫 用 肯 普 的 想法 和 他 自己 的 新 技巧 ， 能 够 证 明 
某 些 大 的 构 形 可 约 。 但 直到 1950 年 为 止 ， 证 明了 少 于 36 国 的 地 
图 可 用 四 种 颜色 着 色 。 

H. 希 什 (Heesch，Heinrich) 1936 年 开始 研究 四 色 猜 想 ， 
似乎 他 是 自 肯 普 以 后 第 一 位 数学 家 公开 宣称 一 种 信念 ， 即 四 色 竹 
想 可 用 寻找 可 约 构 形 的 不 可 避免 组 来 证 明 。1950 年 ， 他 猜想 不 
仅 能 找到 这 样 的 组 ， 而 且 这 个 组 里 构 形 大 小 估计 为 大 约 一 万 。 这 
在 当时 要 产生 这 样 一 个 组 并 证 明 它 的 每 个 单元 都 是 可 约 的 似乎 是 
不 可 能 的 。 然 而 随 着 电子 计算 机 的 高 速 发 展 ， 为 这 个 问题 在 技术 


下 
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上 提供 了 可 能 性 。 希 什 把 证 明 构 形 可 约 的 已 知 方法 形式 化 ， 看 出 
至 少 其 中 之 一 一 一 把 肯 普 使 用 的 方法 直接 推广 ， 在 原则 上 是 计算 
机 所 能 做 到 的 纯 机 械 过 程 。 

他 的 学 生 设 计 了 一 个 程序 ， 用 来 证 明 构 形 可 约 ， 有 时 成 功 ， 
有 时 失败 。 但 希 什 成 功 了 : 他 能 用 这 个 程序 产生 的 数据 来 证 明 构 
形 可 约 ， 并 且 进 一 步 的 计算 完成 了 一 个 更 强 有 力 的 技术 ， 它 在 原 
理 上 是 属于 伯 克 替 夫 的 。 

由 上 面 的 叙述 可 知 ， 一 个 对 解决 猜想 有 用 的 信念 ， 需 要 经 过 
许多 数学 家 的 探索 与 完善 。 有 志 于 解决 猜想 的 人 ， 应 在 前 人 的 基 
础 上 前 进 ， 才 有 可 能 走向 成 功 的 彼岸 。 当 然 ， 并 非 仅仅 对 猜想 的 
解决 依赖 于 历史 ， 实 际 上 人 类 的 一 切 认识 在 一 般 的 意义 上 讲 都 是 
历史 和 现实 的 统一 一 一 换言之 ， 认 识 的 完成 或 理论 的 发 展 都 是 在 
历史 的 基础 上 结合 现实 的 客观 分 析 努 力 探索 的 结果 。 


3. 等 价 的 形式 


希 什 描述 可 约 性 构 形 的 方法 比 前 人 更 加 方便 。 他 从 改造 原 地 
图 成 为 数学 上 称 为 “对 侦 图 ”入 手 ， 把 原来 的 问题 转化 成 与 它 等 
价 的 形式 。 其 具体 做 法 是 ， 在 地 图 上 所 有 的 国家 内 部 选 一 点 一 一 
相应 国家 的 首都 。 我 们 约定 ， 只 有 当 两 个 国家 有 共同 边界 时 ， 用 
一 条 铁路 把 两 国 连接 起 来 ， 并 让 这 条 铁路 通过 这 段 边界 。 这 时 由 
首都 (点 ) 和 连接 它们 的 铁路 〈 弧 ) 组 成 的 网 构成 一 个 图 。 该 图 
称 为 原来 地 图 上 的 图 的 对 偶 图 。 这 样 一 来 ， 把 考虑 地 图 上 各 国 的 
着 色 问 题 ， 就 转化 为 考虑 它 的 对 偶 图 上 的 项 点 着 色 问 题 。 

在 认识 事物 的 过 程 中 ， 注 意 认识 角度 的 变换 是 很 重要 的 。 其 
中 较 根本 的 一 条 途径 就 是 排除 认识 中 的 干扰 、 消 除 与 认识 对 象 几 
不 相干 的 因素 ， 而 这 恰恰 意味 着 对 被 认识 对 象 的 抽象 或 纯 数 学 模 
型 的 提取 。 希 什 的 改造 体现 的 正 是 这 种 思想 ， 这 也 就 是 其 方法 具 
有 较 前 人 进步 性 的 主要 原因 ， 也 是 我 们 应 加 以 继承 和 光大 之 处 。 
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4. 可 约 性 障碍 和 放电 


在 正规 地 图 中 每 个 顶点 恰好 连接 三 条 边 。 在 这 种 情况 下 整个 
对 偶 图 称 为 三 角 前 分 。 在 其 对 偶 图 (连通 的 平面 图 ) 中 ， 构 形 是 
三 角 痢 分 的 一 部 分 ， 由 一 组 顶点 加 上 连接 这 些 点 的 所 有 边 组 成 。 
边界 上 的 圈 称 为 构 形 的 环 ， 如 六 环 构 形 ， 因 为 它 的 环 有 六 个 顶 
点 。 和 希 什 在 检验 构 形 的 可 约 性 时 ， 观 察 到 许多 特殊 现象 可 以 提供 
约 减 成 功 的 线索 。 例 如 ， 在 有 包括 构 形 顶 点 的 邻 点 在 内 的 某 些 形 
式 下 从 未 找到 可 约 构 形 。 从 未 找到 至 少 包括 两 个 顶点 的 可 约 构 
形 ， 其 中 一 个 顶点 邻接 四 个 环 顶 点 ， 并 且 没 有 较 小 的 可 约 构 形 。 
希 什 没有 证 明 具 有 这 些 “ 约 减 障碍 ”的 可 约 构 形 不 存在 ， 他 发 现 
了 三 个 主要 的 约 减 障碍 。 希 什 引进 了 一 个 类 似 在 电网 络 中 移动 电 
荷 的 方法 一 一 放电 法 ， 来 求 构 形 的 不 可 避免 组 。 这 一 方法 虽然 还 
很 初步 ， 但 成 为 以 后 证 明 四 色 定 理 的 关键 环节 。 后 来 四 色 定 理 的 
证 明 ， 正 是 在 希 什 工作 的 基础 上 完成 的 。 

希 什 通 过 电网 络 移动 电荷 的 方法 ， 发 现 求 构 形 的 不 可 避免 组 
的 方法 ， 充 分 说 明了 ， 解 决 数学 问题 的 方法 也 受到 人 们 对 自然 界 
解释 的 启发 ， 特 别 是 物理 学 可 给 我 们 提供 线索 。 正 如 豆 加 勤 
(Henri Poincare， 法 国人 ，1854 一 1912 ) 所 说 : “物理 科学 不 仅 
给 我 们 (数学 家 ) 以 解决 问题 的 机 会 ， 而 且 也 帮助 我 们 发 现 解决 
问题 的 方法 ， 它 把 这 贯穿 于 两 种 途径 之 中 ;引导 我 们 去 预测 问题 
的 解 ， 以 及 启示 适当 论证 的 线索 。” 


5. 新 的 困难 


1970 年 ， 美 国 数学 家 黑 肯 (Haken，Wolfgang) 试图 以 改良 
的 放电 过 程 的 方法 来 证 明 四 色 猜 想 。 但 这 里 存在 两 大 困难 ; 第 
一 ， 可 约 构 形 的 任何 一 个 不 可 避免 组 都 可 能 会 有 很 大 的 构 形 ， 其 
计算 量 大 得 惊人 ; 第 二 ， 还 不 知道 恰好 需要 多 少 个 可 约 构 形 来 形 
成 一 个 不 可 避免 组 。 在 这 时 期 ， 研 究 四 色 猜 想 的 专家 认为 对 于 人 
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工 用 不 太 长 的 证 明 去 攻克 这 个 顽固 堡 又 似乎 可 能 性 很 小 。 由 于 问 
题 本 身 是 那么 浅显 易 懂 ， 吸 引 成 千 上 万 的 人 努力 去 解决 它 。 结 果 
后 来 经 过 检查 ， 这 些 “ 证 明 ” 都 经 不 起 推 殴 。 虽 然 四 色 猜 想 没 有 
得 到 证 明 ， 但 为 解决 这 一 问题 所 运用 的 方法 ， 却 常常 引导 出 数学 
领域 中 一 些 非常 重要 的 结果 。 

1972 年 ， 黑 肯 根 据 当 时 所 能 利用 的 数学 方法 ， 作 出 如 下 的 
判断 : 肯定 不 会 对 四 色 猜 下 给 出 一 个 非 机 器 证 明 。 但 在 没有 更 为 
强 有 力 的 计算 机 之 前 能 否 用 计算 机 给 出 证 明 也 存 有 怀疑 。 问 题 的 
关键 是 要 找 出 可 约 构 形 不 可 避免 组 问题 的 一 组 构 形 ， 其 环 点 数 少 
到 足以 使 减 约 所 需要 的 时 间 是 在 计算 机 所 能 完成 的 范围 之 内 。 为 
此 ， 显 然 不 必 从 检查 全 部 构 形 的 可 约 性 入 手 。 否 则 作 估 计 所 花 的 
时 间 会 超过 全 部 工作 的 预期 时 间 。 我 们 只 要 把 问题 局 限 在 某 一 定 
特点 的 问题 上 “地 理 上 的 好 ” 构 形 。 这 种 构 形 其 内 部 的 顶点 
不 能 多 于 三 个 邻 国 在 构 形 的 环 上 ， 并 且 如 果 一 个 顶点 正好 有 三 个 
这 样 的 邻 国 ， 那 么 这 些 邻 国 以 相连 的 次 序 位 于 环 上 。 


6. 人 机 合作 证 明了 四 色 猜 想 


1972 年 ， 阿 佩 尔 (Appel，Kenneth) 和 黑 肯 设计 了 一 份 计 
算 程序 ， 它 能 作出 特殊 类 型 的 放电 过 程 ， 它 还 能 给 出 从 最 重要 的 
情况 得 出 的 构 形 作为 输出 。 经 过 计算 机 运行 和 不 断 修改 程序 ， 最 
后 找到 一 个 可 行 的 程序 ， 证 明了 地 理 上 的 好 构 形 的 不 可 避免 组 的 
存在 性 。 但 实际 执行 这 个 程序 将 会 复杂 到 什么 程度 还 知道 得 相当 
少 。 为 此 对 于 不 含 成 对 的 相 邻 五 次 顶点 的 三 角 谢 分 的 特殊 问题 进 
行 了 研究 。 就 这 样 不 断 地 实验 、 修 改 程序 和 改进 放电 过 程 ， 于 
1976 年 1 月 6 日 ， 阿 佩 尔 、 黑 肯 、 科 克 确 定 了 放电 过 程 的 细节 。 
并 由 此 得 到 了 可 约 构 形 的 不 可 避免 组 ， 设 计 了 程序 ， 用 三 部 计算 
机 ， 运 行 了 一 千 二 百 多 个 小 时 ， 从 而 证 明了 四 色 猜 想 ， 解 决 了 一 
百 多 年 来 人 们 想 解决 而 一 直 没 有 解决 的 一 个 数学 难题 。 其 放电 过 
程 大 约 包 括 500 个 特殊 放电 情况 ， 需 要 用 人 工分 析 约 一 万 个 顶点 
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带 正 电 的 邻近 ， 需 要 用 机 器 分 析 两 干 多 个 构 形 的 可 约 性 。 
7. 解决 地 图 四 色 问 题 的 重大 意义 


地 图 四 色 问 题 的 解决 说 明了 有 些 问题 不 能 单独 用 手工 来 完 
成 ， 而 必须 靠 人 机 结合 才能 给 予 解决 。 这 就 为 数学 的 研究 开辟 了 
广阔 的 领域 。 这 一 生动 的 事例 说 明 ， 只 用 逻辑 推理 的 方法 证 明定 
理 具 有 局 限 性 ， 单 靠 计 算 方法 解 闫 问题 也 有 一 定局 限 性 ， 而 把 这 
两 种 方法 结合 起 来 ， 就 往往 展现 出 一 个 新 的 天 地 。 同 时 ， 在 解决 
四 色 问 题 的 过 程 中 ， 也 大 大 丰富 了 数学 的 内 容 和 方法 。 图 论 中 的 
许多 重大 成 果 都 是 直接 或 间接 地 在 为 解决 四 色 问 题 过 程 中 取得 
的 ， 其 中 着 色 问 题 是 直接 为 解决 四 色 问 题 而 展现 出 的 重要 课题 。 
在 攻克 四 色 问 题 中 又 提出 了 一 些 新 的 猜想 ， 新 的 矛盾 又 促使 数学 
家 用 新 的 工具 加 以 解决 ， 数 学 因此 在 探索 中 得 以 不 断 前 进 。 


(四 ) 平面 图 


同一 个 图 有 各 种 不 同 画 法 ， 如 果 一 个 图 能 画 在 平面 上 ， 使 得 
任何 两 条 线 除 端点 外 是 不 相交 的 ， 那 末 这 个 图 叫做 可 平面 的 图 。 

可 平面 的 图 G 的 K- 面 着 色 是 给 G 的 所 有 面 分 配 开 种 颜色 ， 
且 使 被 一 条 边 分 离 的 两 个 面 都 不 具有 相同 的 颜色 。 使 得 K- 面 可 
着 色 的 那些 K 的 最 小 值 恰 用 z”(G) 表示 G 的 面色 数 。 对 于 任 
何 具 有 对 偶 G* 的 可 平面 图 G， 有 

TT"(G)= zr(G' )。 

与 四 色 问 题 等 价 的 命题 有 数 十 种 ， 下 面 列 举 几 种 。 

定理 5.4.1 任何 平面 图 皆 4- 可 着 色 ， 当 且 仅 当 任何 平面 图 
皆 4- 面 可 着 色 。 

图 G 上 的 一 个 着 色 即 一 个 映射 gs: S-~M， 使 得 F(Si) 关 
f(S2), 当 Si 与 S; 不 相 邻 ,其 中 SV,E,F( 车 G 为 平面 图 ), M 
为 一 代数 模 , 其 上 定义 加 法 运算 。 记 n(M) 表 M 中 元 素 个 数 ， 且 
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规定 次 序 。 自 然 0E M。 称 这 样 的 ys 为 G 对 于 S 的 色 函 数 。M 
称 为 色 模 。 若 存在 so€ S， 使 得 内 (so0) = 0 ， 则 称 y, 为 正规 的 ; 
若 对 任 二 色 a，BE M， 存 在 si，s2€S 相 邻 ， 且 使 得 y,(s1) = 
a, (sz) = B, 则 称 y, 是 本 原 的 。 > 
一 个 边 函 娄 y: E 一 M， 将 E 中 的 边 赋予 方向 ， 使 得 
1g(e) 1, 当 e = 《u,v) 为 给 定 方向 ; 
-19(e) 1, 否则 
则 称 之 为 有 向 边 函 数 。 
定理 5.4.2 一 个 平面 图 4- 面 可 着 色 ， 当 且 仅 当 存在 边 集 的 
3- 分 解 已 = E+ Es+ Ey,， 使 得 对 任意 vE V， 有 
i EN El1=|1E,N El=|E,E,! (mod2)。 
定理 5.4.3 一 个 平面 图 4- 面 可 着 色 ， 当 且 仅 当 存 在 对 于 边 
的 定向 使 得 在 任 一 圈 C 上 ， 有 
| E* (ec) > 二 e(c), 1 E- (ce) | 之 放 e(e)， 
其 中 E+ (cy),E-(c) 分 别 表示 c 上 对 于 c 的 二 个 不 同方 向 的 边 的 
人 
归 o 
在 平面 图 G 上 ,车 HSG， 且 及 所 有 顶点 都 是 偶 次 ， 则 称 
昌 为 G 的 欧 拉 子 图 。 若 fE FF ( 妃 )， 且 满足 如 下 条 件 : 
(1) 所 有 veE 立 MAF， 都 有 1Evmn yi= 0(mod2)， 
(2) 对 B(7) 的 任意 连通 片 L， 有 
BD) 1EvN fi1I= 0(mod?), 


v€EV(L) 
则 称 上 对 于 G 全 偶 。 

定理 5.4.4 一 个 平面 图 G 为 4- 面 可 着 色 ， 当 且 仅 当 存 在 
一 个 欧 拉 子 图 互 ， 使 得 所 有 AE FF ( 互 ) 皆 对 G 全 侦 。 

从 一 个 平面 图 的 4- 面 着 色 ， 可 得 边 的 3- 分解; E= E。- Ep 
+EE,,， 其 中 E= {elg(e) =t| = iele 与 0 上 或 M- 10， 
:| 二 色 关 联 }。 

由 此 ， 可 引入 边 函 数 


9(e) = 
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0,e €E,, 
9(e) = *1,e € E,, 
ee a 
在 任 一 顶点 Y 徇 由 其 旋 所 规定 的 任 相 邻 边 对 形成 一 个 角 。 记 
A= 《c，e)，e，e'EE， 且 e 继 ee 之后。 对 于 角 ， 定 义 
6(4) =g(e’) -gl(e)(mod3)， 
称 为 角 的 示 性 函数 。 
定理 5.4.5 一 个 平面 图 为 4- 面 可 着 色 ， 当 且 仅 当 存 在 一 个 
角 示 性 函数 6， 使 得 6(A) = 0 或 + 1， 日 满足 
(1) 2) 6(A) = 0(mod3), 


ACB(A) 


(2) Dé(A) = 0(mod3), 
A 


(3) ko = ki = k_1(mod3), 

定理 5.4.6 所 有 平面 图 4- 面 可 着 色 ， 当 且 仅 当 所 有 3- 正 则 
平面 图 4- 面 可 着 色 。 

定理 5.4.7 3- 正 则 平面 图 4- 面 可 着 色 ， 当 和 且 仅 当 极 大 平面 
图 有 偶 对 分 解 。 


(五 ) 线 ( 边 ) 着 色 


我 们 可 以 把 三 次 平面 图 的 面 染 色 问 题 进一步 转化 为 三 次 平面 
图 的 线 着 色 问 题 。 

定义 ”所 谓 地 峡 线 是 指 这 样 的 一 条 线 ， 从 G 中 去 掉 这 条 线 
之 后 ，G 就 分 为 两 个 无 公共 点 的 子 图 。 

定理 5.5.1 设 G 是 一 个 三 次 平面 图 且 无 地 峡 线 ， 则 G 的 
线 可 以 用 3 种 颜色 去 染 ， 使 得 任何 两 条 相 邻 (有 公共 端点 ) 的 线 
具有 不 同 的 颜色 ， 当 且 仅 当 G 的 面 是 四 色 可 染 的 。 

证 明 者 G 的 面 是 4- 色 可 染 的 ， 设 这 4 种 颜色 为 A4，B， 
C，DD。 我 们 构造 ~… 个 四 元 群 如 下 : 
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DIA B CD 
AID C B A 
BIC D A B 
CIB A DC 
DIA B C D 


由 于 G 是 三 次 的 ， 且 无 地 峡 线 ， 所 以 G 的 任何 两 个 相 邻 的 
面 有 唯一 的 一 条 公共 边界 线 ， 并 且 每 一 条 线 是 唯一 的 两 个 相 邻 面 
的 公共 边界 线 。 因 此 ， 我 们 可 以 按 如 下 方式 对 G 中 的 线 进行 染 
色 ， 若 线 e 是 具有 颜色 X 和 具有 颜色 Y 的 两 个 面 的 公共 边界 线 ， 
则 将 e 染 为 颜色 X@Y。 由 于 X 隆 了， 所 以 X 四 Y 关 D。 这 样 一 
来 ， 与 每 一 点 关联 的 三 条 线 ， 恰 好 染 三 种 不 同 的 颜色 A，B 和 
C， 即 G 的 线 是 三 色 可 染 的 。 

者 G 是 线 3- 色 可 染 的 ， 那 么 染 A，B，C 色 的 集合 分 别 以 
f(A), f(B), f(C) 记 之 ,显然 ,f(A),f(B), f(C) 是 G 中 线 的 一 
个 分 划 。G 中 由 f(A) U f(B) 所 组 成 的 子 图 以 Gas 记 之 。 由 于 G 
为 三 次 的 ， 所 以 Gap 由 一 些 没 有 公共 点 的 圈 组 成 ， 从 而 可 用 两 种 
颜色 a，B 对 Gas 的 面 进行 染色 ， 使 得 任何 相 邻 的 两 个 面具 有 不 
同 的 颜色 。 同 样 考 虑 图 Gac， 设 用 +r 和 。 两 种 颜色 对 Gac 的 面 进 
行 染色 。 这 样 一 来 , G 的 每 一 个 面 都 染 上 了 两 种 颜色 ,或 or 色 ， 
或 ao 色 ,或 如 色 ,或 有 bp 色 。 令 A=ar,B=ao,C=B,D= po。 
不 难看 出 , G 中 任何 相 邻 的 两 个 面具 有 不 同 的 颜色 。 

由 此 可 见 ,平面 图 的 四 色 问 题 , 可 以 化 为 三 次 平面 图 的 线 的 三 
着 色 问 题 。 由 图 的 3- 着色 问题 , 一 般 地 , 可 提出 图 的 线 的 着色 
问题 。 

对 于 任 一 平面 图 G=(V, 已 ), 所 谓 G 对 E 的 &- 着 色 ,是 措 对 
G 的 如 下 分 解 

E= E+E2+:…+E,, 
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使 得 对 于 所 有 的 i(1 坟 1 才 &), 任 e,e’E€ E,;, 均 有 ee,e 不 相 邻 , 即 

E; 篆 独 立 集 。 若 G 有 一 线 开 - 着色, 则 称 G 为 线 K- 着 色 。 记 
XIE(G) =min 1K|G 为 线 K- 着 色 |， 

称 为 G 的 区 域 色 数 。 

一 个 既 没 有 圈 也 没有 两 条 边 连接 同一 对 项 点 的 图 称 为 简单 
图 。 没 有 任何 边 的 图 称 为 是 空 图 。 一 个 图 的 顶点 集 若 能 分 解 为 两 
个 子 集 X 和 了， 使 每 条 边 有 一 个 端点 在 X 中 ， 另 一 个 端点 在 Y 
中 ， 则 称 此 图 为 二 分 图 。 

图 上 及 是 G 的 子 图 ( 记 为 HG), 车 V(H) 和 V(G)， 
E( 晶 ) 和 CE(G)。 若 昌 SG, 但 有 H 关 G 时 ， 则 记 为 BCG， 这 时 
称 互 为 G 的 真子 图 。G 的 顶点 V 的 度数 ( 记 为 de (V)) 是 指 
G 中 与 V 关联 的 边 的 数目 ， 每 个 圈 算 作 两 条 边 。 以 8(G)， 
4(G) 分 别 表 示 G 的 项 点 的 最 小 度数 、 最 大 度数 ,C(G) 表示 G 的 
闭 色 。 

定理 5.5.2 当 G 为 二 分 图 时 ， 则 

XE(G) = A。 

车 证 明 此 定理 需要 用 到 下 面 两 个 引 理 。 

引 理 1 设 G 是 一 个 非 奇 回路 的 连通 图 ， 则 G 有 一 个 2- 边 
着 色 ， 其 中 两 种 颜色 在 度数 至 少 为 2 的 每 个 顶点 上 都 出 现 。 

引 理 2 设 b= (Ei, 忆 ,,…, Ex) 是 G 的 一 个 最 优 K- 边 着 
色 ， 车 存在 G 中 一 个 顶点 和 颜色 i 及 ;， 使 i 不 出 现在 wx 上 ， 
而 7 至 少 两 次 出 现在 w 上 ， 则 G(E; UE,) 包 含 u 的 那个 Q 分 支 
是 一 条 奇 回路 。 

现在 我 们 证 明定 理 。 

显然 ， 在 任何 正常 线 着 色 中 ， 和 任何 一 个 顶点 关联 的 各 边 必 
须 分 配 以 不 同 的 颜色 ， 因 此 ， 有 

rxg(G) 守 A。 

现在 证 明 对 于 二 分 图 来 说 ， 大 于 号 是 不 可 能 的 。 如 若 不 然 ， 

即 设 二 分 图 G， 有 
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XE(G) > A。 
设 5 = (Ei1, E,,…, Es) 是 G 的 一 个 最 优 A- 线 着 色 , 并 设 x 是 使 
c(wu) < d(u) 的 一 个 项 点。 显然 x 满足 引 理 2 的 假设 ， 于 是 G 
包含 一 个 奇 回路 ， 这 与 G 假设 为 二 分 图 相 了 矛盾。 从 而 定理 证 明 
完毕 。 

定理 5.5.3 若 G 是 简单 图 , 则 zfg(G)=A4 或 ze(G)=A+ 
1。 

证 明 ”由 于 对 任意 图 丝 有 za(G) 之 A， 因 此 只 需要 证 明 
zg(G) 声 A+1 即 可 。 为 此 ， 我 们 用 反 证 法 。 假 设 za(G) > 4 
+1。 设 v= (Ei,E,,…, Es41) 是 G 的 一 个 最 优 (A + 1)- 边 着 色 ， 
并 设 x 是 一 个 满足 c(u) < d(w) 的 顶点 。 则 存在 颜色 io, il, 使 0 
不 出 现在 w 上 ,而 i 至 少 两 次 出 现在 上 。 设 woi 具有 颜色 ii, 由 
于 d(vi) < A+1， 又 一 颜色 is 不 出 现在 vi 上。 这样 ?2 必然 出 
现在 uw 上 。 因 为 如 若 不 然 ， 用 i, 来 给 uvi 重新 染色 ， 可 得 5 的 
改变 。 因 此 某 边 ve 有 颜色 i,。 继 之 ， 由 于 d(v2)< A+1，, 茶 
一 颜色 is 不 出 现在 v。 上 ，is 必然 出 现在 wx 上， 因 否 则 的 话 ， 
仿 记 给 uvi， 用 i; 给 uvs 重新 染色 ， 这 样 便 仅 得 到 一 个 改变 的 
(A + 1)- 边 着 色 。 所 以 某 边 wv 有 颜色 i3。 如 此 做 下 去 ， 我 们 
得 到 了 一 个 顶点 序列 v1/，v2，… 和 颜色 序列 ia，i，…， 使 

(1) wv; 有 颜色 ij。 

(2) 二 +1 不 出 现在 v; 上。 

由 于 的 度数 是 有 限 的 ， 故 存在 一 个 最 小 整数 !， 使 得 对 于 
某 一 个 <i。 

(3) it1= ivo 

现在 以 如 下 方式 给 G 重新 染色 。 对 于 1 委 j 委 上 -1， 用 颜色 
ij+1， 给 xu 重新 染色 ， 产生 一 个 新 的 (A + 1)- 边 着 色 5 = 
(El ,EE ,…, 忆 441)o 显 然 

c(v) 之 c(v) ， 对 所 有 的 v€EV 成 立 。 于 是 ，5 也 是 G 的 
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最 优 (4 + 1)- 边 着 色 。 由 引 理 2 知 ， GCG(E; UE',) 会 的 分 支 HH' 
是 一 条 奇 回 路 。 
继而 ， 用 颜色 i ;1 给 uv; 重新 染色 ，k 志 ;三 1 -1， 并 且 用 颜 
色 给 uvi 重新 染色 ， 得 到 一 个 (A +1) - 边 着 色 b” = (E”, 
下 2，…， 天 1)。 于 是 ， 有 
c (7) > c(v), 对 所 有 的 wv€E V, 日 GE UE ) 含 的 
分 支 HH" 是 奇 回路 。 但 是 ， 由 于 w 在 五 "中 有 度数 2， 丰 在 玖 "中 
有 度数 1。 了 矛盾 。 故 命题 得 证 。 
进一步 ，Vizing 于 1964 年 证 明了 更 一 般 形 式 的 定理 如 下 : 
定理 5.5.4 若 G 是 无 圈 的 ， 则 4 二 zf(G) 雪 4A+ 4， 其 
中 为 G 的 重 数 ， 所 谓 G 的 重 数 ， 即 在 G 中 连接 两 个 顶点 的 边 
的 最 大 数目 。 
定义 一 个 简单 图 ， 若 它 的 每 一 对 不 同 的 顶点 均 有 一 条 边 相 
连 ， 则 称 它 为 一 个 完备 图 。 
定理 5.5.5 对 于 完备 图 &,,(n 守 2)， 
n, 当 nn 为 奇数 ， 
n 一 1, 当 为 偶数 。 
定理 5.5.6 设 G 为 G 的 补 图 x 为 G 的 顶点 数 ， 
当 为 奇数 时 
n ze(G) + re(G') C2n -3， 
0 re(G)zre(G) <(n -1)(n -2); 
当 n 为 偶数 时 
n-l< ze(G)+ re(G) SR2n -2， 
0 re(G)zre(G) < (nn - 1) 
定理 5.5.7 设 G 是 一 个 无 环 的 多 重 图 ， 其 中 zr(G) 二 
+1， 者 除了 边 a6 以 外 ， 用 上 种 颜色 染 G 的 其 他 所 有 边 。 令 C 
表示 在 顶点 zx 处 的 颜色 集合 ， 则 
| CU CI = 大 ， 


ZE(k,) 到 


人 
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1GC, NC,1I= do(a)+ doco(b)—-k—2, 
| CN Cn | 一 k—-dca(b)+1, 
| Cs \C, | = k—- dc(l(a)+l1。 


(六 ) 顶点 着 色 


上 面 已 经 谈 到 过 平面 图 的 面 着 色 问题 ， 可 转化 为 平面 图 的 顶 
点 着 色 问 题 。 下 面 给 予 确切 的 叙述 。 

给 定 一 个 平面 图 G = (V，E),， 构造 另 一 个 平面 图 G ”如 
下 : 在 G 中 每 一 个 面 f; 内 ， 取 一 点 zx; 作为 G 的 点 ， 若 G 中 的 
线 已 是 面 f; 和 公共 边界 线 ， 则 在 x; 和 zi 之 间 连 一 条 线 1， 当 
e 是 地 峡 线 时 ，f; 和 是 同一 个 面 ， 这 样 就 得 到 了 图 G” ， 称 为 
G 的 对 偶 图 。 

显然 ， 若 G 无 地 峡 线 ， 则 当 且 仅 当 G* 中 的 点 可 以 用 天 种 
颜色 进行 染色 ， 使 得 任何 相 邻 《有线 相连 ) 的 两 个 点 具有 不 同 的 
颜色 时 ，G 的 面 可 以 用 KK 种 颜色 染色 ， 使 得 任何 相 邻 两 个 面具 
有 不 同 的 颜色 。 

因此 平面 图 的 面 着 色 问 题 又 等 价 于 平面 图 的 点 着 色 问 题 。 对 
于 顶点 着 色 ， 我 们 可 以 推广 到 一 般 的 图 上 。 

图 G 的 一 个 K- 顶 点 着 色 问 题 是 指 用 KK 种 颜色 着 到 G 的 各 项 
点 的 一 种 分 配 ， 且 使 相 邻 接 的 顶点 没有 染 有 相同 的 颜色 。 使 G 
存在 一 个 KK- 顶 点 着 色 的 最 小 的 K 称 为 G 的 顶点 的 色 数 ， 记 为 
zx,(G)o 若 x,(G) = K ，G 称 为 是 K 色 的 。 

当 G 有 一 个 K- 顶 点 着 色 时 ， 称 G 是 K- 可 着 色 的 。 显 然 一 
个 简单 图 ， 当 且 仅 当 它 是 空 图 时 ， 才 是 1- 可 着 色 的 ; 当 且 仅 当 
它 是 二 分 图 时 ， 才 是 2- 可 着 色 的 。 

1952 年 ，Dirac 提出 临界 图 的 概念 。 所 谓 一 个 图 G 是 临界 的 
是 指 对 G 内 每 个 真子 图 电 ， 均 有 zxv(H) < zxv(G)。 一 个 K- 临 
界 图 是 指 既 是 K- 色 的 又 是 临界 的 图 ; 每 一 个 K- 色 图 有 一 个 K- 临 
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界 子 图 。 对 于 这 种 特殊 类 型 的 临界 图 的 研究 ， 有 助 于 处 理 着 色 问 
题 。 下 面 我 们 给 出 临界 图 的 基本 性 质 。 

定理 5.6.1 若 G 是 K- 临 界 的 ， 则 6 宕 KK --1。 

证 明 如 若 不 然 ， 设 8<K -1， 再 设 V 是 C 中 度数 为 8 的 
一 个 项 点。 由 于 G 是 K- 临 界 的， 所 以 G-V 是 (K -1) -可 着 
色 的 。 由 于 V 在 G 中 与 6 个 顶点 相 邻 (9< 开 -1)， 因 此 在 天 
-1 种 颜色 中 至 少 有 一 种 颜色 ;， 使 任何 与 V 相 邻 接 的 点 都 与 ; 
色 不 同 。 故 令 V 点 染 i 色 ， 于 是 得 G 为 K -1 着色。 矛盾 。 故 
必 有 6 之 K -1。 

推论 1 任何 K- 色 图 中 至 少 有 kK 个 点 的 度数 不 小 于 kK -1。 

证 明 设 G 是 色色 的 ， 妃 是 G 的 一 个 天 - 临界 子 图 。zv( 五 ) 
= Xv(G) = KK。 由 定理 5.6.1 知 ， 昌 的 每 个 顶点 在 日 中 的 度数 
不 小 于 天 一 1， 因 而 在 G 中 的 度数 也 不 小 于 K - 1。 由 于 占有 是 K- 
色 的 ， 显然 ， 它 至 少 有 K 个 顶点 的 度数 不 小 于 kK - 1。 

推论 2 对 任何 图 G， 有 

zf(G) 委 4(G)+1I 

证 明 若 z(G) 之 A(G)+2, 由 上 可 知 , G 中 至 少 有 zf(G) 个 
点 度数 不 小 于 z(G) -1 之 A(G)+16 因 A(G) > 0, 即 G 中 存在 
至 少 为 A(G) + 1 的 点 ,与 A(G) 的 定义 矛盾 。 于 是 结论 得 证 。 

G 的 顶点 V 称 为 是 一 个 割 点 ， 若 其 边 玉 可 以 分 为 两 个 非 空 
子 集 E 和 EE,,， 使 G [Ei] 和 G [E,] 正好 以 V 作为 公共 顶 
点 。 没 有 割 点 的 连通 图 称 为 块 。 

V(G) 的 一 个 子 集 S， 其 中 任何 两 点 是 不 邻接 的 ， 则 称 S 
为 G 的 一 个 独立 集 。 一 个 独立 点 集 S 称 为 是 最 大 的 ， 若 对 任 一 
独立 集 S 有 : | S| 过 | S1( 其 中 1S| 表示 集 S 的 元 素 个 数 ), 简 
单 图 G 的 一 个 团 是 指 V 中 的 一 个 子 集 S, 使 G[ S] 是 完备 的 。 

定理 5.6.2 在 临界 图 中 ， 没 有 顶点 割 是 团 。 

证 明 用 反 证 法 。 设 G 是 一 个 天 -临界 图 ， 并 假设 G 有 一 个 
顶点 割 S 是 一 个 团 。 记 G 的 S- 分 支 为 Gl，G2，….， Gs。 由 于 
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G 是 天- 临界 的 ， 所 以 每 个 G; 是 (K 一 1)- 可 着 色 的 。 进 一 步 ， 因 
为 S 是 一 个 团 ， 故 S 为 完备 图 ， 所 以 S 中 的 各 顶点 必然 在 G; 的 
任何 (K -1) -着 色 中 染 上 相 蜡 的 颜色 ， 有 1 S | 种 颜色 。 由 此 可 
知 ,存在 G1, G2,…, G; 的 一 组 (K -1)- 着 色 ， 它 们 在 S 上 符合 。 
但 是 这 些 着 色 合 在 一 起 产生 G 的 一 个 (K - 1)- 着 色 ， 矛盾 。 

推论 3 每 个 临界 图 都 是 一 个 块 。 

证 明 若 V 是 一 个 割 点 ， 则 | V1 是 一 个 顶点 割 ， 当 然 也 
是 一 个 团 。 而 从 上 述 定 理 知 ， 没 有 一 个 临界 图 具有 制 点 ; 换 言 
之 ， 每 个 临界 图 是 一 个 块 。 

推论 2 中 给 出 的 色 数 上 界 ， 有 时 比 实际 值 大 许多 ， 那 么 这 一 
结果 是 否 可 进一步 加 以 改进 呢 ? 经 探索 对 于 某 一 类 图 这 是 可 能 
的 。 下 面 我 们 给 出 Brooks 定理 。 为 此 先 引 入 奇 回 路 的 概念 。 若 
一 条 团 链 的 起 点 和 内 部 顶点 互 不 相同 ， 则 它 称 作 是 一 回路 。 其 长 
为 天 的 回路 ， 叫 做 K- 回 路 ， 特 别 当 K 为 奇数 时 ， 就 叫做 奇 回 
路 。 

定理 $.6.3 (Brooks 定理 ) ”车 G 是 连通 的 简单 图 ， 并 且 
它 既 不 是 奇 回 路 ， 又 不 是 完备 图 ， 则 

Z《GC) 和 4。 

证 明 不 失 一 般 性 ， 满 足 定理 假设 的 K- 色 图 G 是 天 -临界 
的 。 由 推论 3 知 ，G 是 一 个 块 。 同 时 ， 由 于 1- 临 界 图 与 2- 临界 
图 皆 是 完备 的 ， 而 3- 临界 图 则 是 奇 回 路 ， 故 有 之 4。 

若 G 有 一 个 2- 顶 点 割 1uw，w}， 则 可 推出 

2A 之 d(u)+d(v) 之 3K -5 之 2K -1。 

由 于 24 是 偶数 ， 这 就 蕴含 着 zx(G) = K 二 A。 

其 次 ， 假 设 G 是 3- 连通 的 。 由 于 G 不 是 完备 的 ， 所 以 在 G 
中 存在 三 个 顶点 ww， 和 关 ， 使 ve，zvwE 瑟 ,而 swroEE。 设 ww 
=visw=v2， 且 v3，v4，'“…，V1=v 是 G 一 ju，w| 的 顶点 
的 任意 一 个 排列 ， 使 每 个 w 都 和 某 一 个 具有 j> i 的 相 邻 接 。 
现在 给 G 的 一 个 A- 着 色 如 下 : 在 v=w，wv2= w 上 染 上 颜色 1， 
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然后 按 颜色 表 1，2，…，A4 中 最 先 可 用 的 颜色 依次 给 v3，vi， 
，z 染色 。 据 v1，v，，…，vw 的 构造 ， 每 个 顶点 v,(1 信 i 和 1/ 

一 1) 都 和 具有 ;>i 的 某 一 个 顶点 w 相 邻 接 ， 也 都 和 具有 j<i 
的 最 多 和 A - 1 种 颜色 相 邻 接 ， 于 是 颜色 1，2，…，A4 中 必 有 一 
种 可 以 给 ww 染 上 。 最 后 ， 由 于 w 和 已 染 上 颜色 1 的 两 个 顶点 vj 
和 ws 相 邻 接 ， 因 而 它 最 多 和 另外 的 A 一 2 种 颜色 相 邻 接 ， 于 是 
颜色 2，3，…，A 中 必 有 一 种 颜色 可 以 用 来 给 w 染 上 。 定 理 证 
毕 。 

图 G 的 一 个 前 分 是 指 把 G 的 边 进行 一 系列 前 分 而 得 到 的 一 
个 图 。 

K- 色 图 的 充 要 条 件 是 什么 ” 当 =1，K =2，K =3 时 的 必 
要 条 件 容易 回答 。1952 年 Divarc 研究 K = 4 时 的 情况 ， 于 是 
1961 年 Hajos 提出 K- 色 图 的 必要 条 件 是 : 若 G 是 K- 色 的 ， 则 
G 包含 Ki 的 一 个 训 分 。 这 就 是 Hajos 猜想 。 这 个 猜想 至 今 还 没 
有 解决 ， 这 是 被 公认 的 一 个 难题 。 

在 研究 着 色 问 题 时 ， 我 们 不 仅 要 考察 着 色 的 存在 性 ， 而 且 还 
要 把 着 色 的 具体 数目 算出 来 。 用 xk(G) 表 示 G 的 相 异 K- 着 色 的 
数目 。 当 且 仅 当 G 是 天 -可 着 色 时 ，rk(G)>0。 如 果 在 两 个 着 
色 中 某 一 顶点 被 分 配 以 不 同 的 颜色 ， 则 认为 这 两 种 着 色 是 相 蜡 
的 。 例如， 有 三 顶点 三 边 的 图 3- 着 色 ， 就 有 六 个 着 色 是 相 异 
的 。 

若 G 是 空 的 ， 则 每 个 项 点 可 以 独立 地 分 配 以 K 种 有 用 颜色 
中 的 任何 一 种 。 所 以 xk (G)= K"。 若 G 是 完备 图 ， 则 第 一 个 顶 
点 可 以 在 K 种 颜色 中 选择 一 种 ， 对 第 二 个 顶点 可 以 在 天 -1 种 
颜色 中 选择 一 种 ， 如 此 等 等 。 因 此 ， 在 这 种 情况 下 ， 有 zk(G ) 
= K(K--1)…(K 一 v+1)。 一 般 地 ， 有 

定理 5.6.4 若 G 是 简单 图 ， 则 对 G 的 任何 边 e 

rkK(G) = xk(G—-e)— xxk(G.:e) 

均 成 立 。 
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证 明 设 。 的 两 个 端点 为 w，w。 对 于 在 u 和 w 上 分 配 以 相 
同 颜色 的 G-e 的 每 一 K- 着 色 ， 对 应 着 G'e 的 一 个 K- 着 色 ， 其 中 
由 x 和 w 等 同 起 来 所 形成 的 Gvw 的 那个 顶点 被 分 配 以 和 w 与 v 
相同 的 颜色 。 这 个 对 应 显然 是 可 道 的 一 一 满 对 应 。 所 以 rk(G 
e) 恰好 是 使 w 和 w 分 配 有 相同 颜色 的 G-e 的 天 -着 色 的 数目 。 

同样 ， 由 于 使 w 和 w 分 配 有 不 同 颜色 的 G-e 的 每 个 K- 着 色 
都 是 G 的 一 个 K- 着 色 。 所 以 ， 反 过 来 ，xk (G) 是 使 ww 和 w 分 
配 有 不 同 颜色 的 G-e 的 K- 着 色 的 数目 。 由 此 可 知 : 

rk(G-e)= xk(G)+ rk(G. e), 
等 式 移 项 ， 就 得 到 定理 所 要 求 的 结论 

推论 4 对 于 任何 图 G，xk(G) 都 具有 整 系数 的 关于 KK 的 wv 
阶 多 项 式 ， 首 项 为 *?，K* ' 的 系数 为 e， 常 数 项 为 0。 进一步 
xk(G) 系数 的 符号 是 交替 的 。 

证 明 对 *e 进行 归纳 法 。 不 妨 假设 G 是 简单 图 。 者 e = 0， 
则 xg(G) = K', 显 然 满 足 推 论 条 件 。 若 边 数 少 于 m 的 所 有 图 和 皆 
对 ,上 且 设 G 具 有 m 条 边 (m >1)。 设 eEG,， 则 G-e 和 Ge 两 
者 都 有 m -1 条 边 。 由 归纳 假设 知 ， 存 在 非 负 整数 a1，4a;， 
as-1 和 bi, b2, '**, Ob,-2, 使 得 

xk(G—e)= Se I) iaKRi+ K?’ 


和 rrkr(G.e) = > 1)” ToRi+ Ko 
根据 上 述 定理 ,有 
xk(G) = xk(G EE e) 十 xk(G e) 
= H- 1 ia + OKi- (a + 1)K'!l+ K’, 


于 是 G 也 满足 推论 条 件 ， 根据 归纳 原则 得 所 欲 证 。 
1943 年 Hadwiger 提出 猜想 : 若 G 是 K- 色 的 ， 则 G 可 “ 收 
缩 ”为 一 个 包含 Kk 的 图 。1964 年 Wagher 证 明了 K = 5 时 ， 
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Hadwiger 猜想 等 价 于 著名 的 四 色 猜 想 。 
(七 ) 全 鱼 猜 想 


由 上 面 的 讨论 中 可 看 出 在 解决 四 色 问 题 的 过 程 中 ， 研 究 其 等 
价 命题 ， 将 其 内 容 扩展 到 一 个 更 加 广阔 的 范围 ， 使 之 讨论 研究 的 
内 容 越 来 越 丰富 ， 并 且 还 把 内 容 扩展 到 数论 和 方程 的 范围 之 中 ， 
同时 还 提出 了 很 多 有 待 解决 的 问题 。 例 如 ， 对 于 m<n， 设 
厂 关 , 玉 ) 表 示 不 包含 K,， 但 在 每 个 2- 边 着 色 中 都 存在 一 个 单 色 
K 的 图 的 最 少 可 能 的 顶点 数 。1970 年 Folkman 给 出 这 个 图 的 存 
在 性 ， 确 定 f( m,n) 的 界限 。 目 前 已 经 知道 的 结果 为 . 
f(3, n) = 6, 对 于 nn 之 7， 
f(3,6) = 8， 
10 委 f(3,5) 过 18, 

其 一 般 情况 还 有 待 于 研究 。 

上 面 我 们 对 一 个 图 的 着 色 问 题 ， 分 别 考 虑 了 边 着 色 、 点 着 色 
问题 。 那 么 这 两 者 之 间 又 有 什么 联系 呢 ? 下 面 我 们 就 来 讨论 这 个 
问题 。 

设 G=(V，E) 是 一 个 简单 图 ， 构造 一 个 图 G 如 下 : G 
中 每 一 个 点 对 应 于 G 中 的 一 条 线 ， 当 且 仅 当 G 中 两 条 线 相 令 时， 
G 中 与 这 两 条 线 对 应 的 两 个 点 之 间 有 线 相 连 ， 我 们 称 G 为 G 的 
线 图 。 

显然 ， 当 且 仅 当 G 中 的 线 可 以 用 K 种 颜色 去 染 ， 使 得 相 邻 
的 两 条 线 具 有 不 同 的 颜色 时 ，G 中 的 点 可 以 用 种 颜色 去 染 ， 
使 得 任何 相 邻 两 点 有 不 同 的 颜色 ， 因 此 一 个 图 的 线 着 色 问 题 ， 可 
以 化 为 它 的 线 图 的 顶点 着 色 问 题 。 由 此 可 见 ， 如 果 图 的 项 点 着 色 
问题 解决 了 ， 那 么 线 着 色 和 面 着 色 问 题 也 就 自然 解决 了 。 

如 果 把 边 着 色 和 顶点 着 色 联 系 起 来 考虑 又 会 怎样 呢 ” 即 对 于 
一 个 图 G 进行 染色 ， 使 邻接 的 边 或 项 点 不 染 同 样 的 颜色 ， 至 少 
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需要 几 种 颜色 呢 ? 

一 般 地 ， 其 色 数 是 否 为 A+2 呢 ?1965 年 ，M. Behzad 经 
过 大 量 的 事例 分 析 ， 提 出 了 如 下 的 “全 色 猜 想 ”， 

对 于 任意 简单 图 G，VUE 的 元 素 可 以 用 A + 2 种 颜色 着 色 ， 
使 没有 两 个 邻接 的 或 关联 的 元 素 染 有 相同 的 颜色 。 

1971 年 ，M. Rosenfeld 和 N.Vijayaditya 对 于 A 过 3 的 情况 证 
实 了 这 一 猜想 是 对 的 ， 对 于 一 般 情况 还 有 待人 们 去 探索 。 
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入、 法 无 定 法 


一 一 提出 数学 猜想 的 若干 方法 


前 面 我 们 系统 地 回顾 和 分 析 了 在 历史 上 出 现 的 一 些 重要 数学 
猜想 。 从 这 些 回 顾 与 分 析 中 ， 不 难看 出 ， 发 现 并 提出 数学 猜想 ， 
不 仅 需要 有 雄厚 的 数学 知识 ， 而 且 还 要 有 行 之 有 效 的 科学 方法 。 
提出 数学 猜想 的 方法 是 多 种 多 样 的 ， 其 表现 形式 又 是 极其 复杂 
的 。 这 里 ， 仅 就 其 中 几 种 主要 的 方法 ， 作 以 初步 分 析 。 


(一 ) 不 完全 归纳 法 


不 完全 归纳 法 是 提出 数学 猜想 的 一 种 常见 的 方法 。 这 种 方法 
的 基本 思想 是 ， 根 据 某 类 数学 对 象 中 一 些 个 别 对 象 具有 某 种 属性 
而 猜测 该 类 对 象 全 体 都 具有 这 种 属性 。 利 用 这 种 方法 发 现 和 提出 
猜想 ， 有 时 是 在 某 些 具体 计算 基础 上 推 想 出 来 的 。 像 前 面 讲 过 的 
哥 德 巴赫 猜想 ， 就 是 运用 这 种 方法 提出 来 的 。 他 首先 发 现 对 于 和 较 
小 的 自然 数 ， 把 一 个 偶数 拆 成 若干 组 两 个 奇数 之 和 时 ， 其 中 至 少 
有 一 组 是 两 个 奇 素数 ; 把 一 个 奇数 拆 成 若干 组 三 个 奇数 之 和 时 ， 
其 中 至 少 有 一 组 均 为 奇 素数 。 然 后 ， 他 根据 这 些 最 初 的 有 限 验 
算 ， 大 胆 提 出 了 猜想 ， 所 有 每 个 大 于 4 的 整数 都 可 以 表示 为 两 个 
素数 之 和 。 这 个 猜想 看 起 来 并 不 复杂 ， 但 自 1742 年 提出 至 今 已 
两 个 多 世纪 了 ， 仍 未 最 后 解决 。 下 面 我 们 再 举 出 几 个 这 方面 的 事 
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例 。 

1644 年 ， 默 森 尼 (Mersenne) 研究 并 通过 计算 得 知 ， 当 P 
为 2，3，5，7，13，17，19，31，127 时 ， 形 如 M(P)=2?-1 
的 数 〈 亦 称 “ 默 森 尼 数 ") 为 

M(2) =22 -1=3， 
M(3)=23-1=8-1=7, 
M(5) = 25 -1= 32-1= 31, 
M(7) =27 -1= 128-1 = 127, 
M(13) = 23 -1 = 8192 -1 = 8191， 
M(17) = 27 -1 = 13072.- 1 = 131071, 
M(19) = 2 -1 = 524288 - 1 = 524287， 
M(31) = 23! -1 = 2147483648 - 1 = 2147483647， 
M(127) = 227 -1 
170141183460469231731687303715884105728 - 1 
170141183460469231731687303715884105727, 

这 些 数 均 为 素数 。 据 此 ， 提 出 猜想 : 形 如 M(P) = 22 - 
1(P 为 素数 ) 的 数 中 有 无 限 多 个 素数 。 到 1979 年 为 止 ， 人 们 已 
发 现 有 27 个 这 样 的 素数 ， 即 当 已 =2，3，5，7，13，17，19， 
31，61，89，107，127，521，607，1279，2203，2281，3217， 
4253， 4423， 9689， 9941， 11213， 19937， 21701， 23209， 
44497 时 ， 则 M(P) = 27? - 1 均 为 素数 。 


1664 年 ， 法 国 数学 家 费 尔 马 研究 了 形 如 F(n) = 22 +1 的 
数 (n 之 0 的 数 ), 并 且 具 体 计算 以 下 五 个 数 ; 
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F(1)=2 +1=22+1=5, 


F(2) =22+1=24+1=17， 


F(3) =2 +1=28+1= 


| 
(An 
2 


F(4) = 2 +1=25+1= 65537。 
由 于 上 述 五 个 数 都 是 素数 ， 故 费 尔 马 提出 推断 : 对 于 任何 自 


然 数 n， 形 如 F(n) = 2? +1 的 数 都 是 素数 。 这 就 是 著名 的 费 尔 
马 猜想 。 

杰 波 夫 (Desboves) 猜想 : 相 邻 平方 数 之 间 至 少 存在 二 个 素 
数 ， 也 是 采用 这 种 不 完全 归纳 法 提出 来 的 。 事 实 上 ， 此 猜想 可 以 
表述 为 :“ 对 于 任何 自然 数 n， 在 n? 与 (n+1)? 之 间 至 少 存 在 
二 个 素数 "。 通 过 一 些 具体 的 计算 得 : 


当 n=1 时， 

n:=1 与 (n+1)*= 4 之 间 有 素数 2, 3; 

当 n = 2 时 ， 

n? = 2 = 4 与 (n +1)? = 3 = 9 之 间 有 素数 5,7; 
当 n = 3 时 ， 


n? = 32 = 9 与 (n+1)* = = 16 之 间 有 素数 11,13; 
当 n = 4 时， 
n? 二 人 =16 与 (n +1)? = = 25 之 间 有 素数 17,19,23; 


7 = 时 ， 

n? 二 5 =25 与 (mr+1)2=6 = 36 之 间 有 素数 29、31; 

当 n = 6 时 ， 

nm2 = 62 一 36 与 (n+1)? = 7 = 49 之 间 有 素数 37,41,43,47; 

当 n = 7 时 ， 

-72 = 49 与 (n + 1)? = 8 = 64 之 间 有 素数 53,59, 61; 
n = 8 时 ， 

12 =8 =64 与 (2+1) = 9 = 81 之 间 有 素数 67,71,73,79; 


根据 上 述 结果 作出 推断 : “ 相 邻 平方 数 之 间 至 少 存在 二 个 素数 ”。 
这 一 数学 猜想 与 “ 当 x 为 任何 自然 数 时 ,在 nn 与 n*+2n+1 之 
间 至 少 有 二 个 素数 ”是 等 价 的 。 


六 * 法 无 定 法 183 


还 有 ， 数 论 中 的 所 谓 “ 凯 特 兰 (Catalan〉 猜想 ": 除 8=2 ， 
9=32 之 外 ， 没 有 两 个 连续 整数 都 是 正 整数 乘 寡 ， 也 是 通过 一 些 
具体 的 结果 而 作出 的 一 种 推断 。 

利用 不 完全 归纳 法 提出 数学 猜想 ， 不 仅 表现 在 通过 一 些 个 别 
计算 结果 作出 一 般 判 断 ， 而 且 还 表现 在 通过 一 些 特殊 推理 作出 普 
遍 结 论 。 比 如 ， 数 学 家 波 文 (Bowen) 研究 方程 : 

1*+27+:…+m*= (m+1)"。 

发 现 该 方程 有 解 : n =1，m =2， 但 再 未 发 现 其 他 解 ， i 

方程 只 有 n =1，m =2 这 组 正 整数 解 ， 即 所 谓 “ 波 文 猜想 ”。 这 

个 猜想 至 今 未 解决 。 我 国 数学 家 柯 召 和 和 孙 琦 研究 了 更 为 一 般 的 方 

程 : 

(1 二) = (rth+1)" 

(6.1) 

并 具体 地 证 明了 在 1 志 n 二 33 时 ,只 有 正 整数 解 : 

1) 当 n= 1,h= 1 时 ,x =1) 

2) 当 nn = 2,h =1 时 ,x = 3r7 (6.2) 

3) 当 ”3 有 = 2 时 ,zz 二 3 
同时 还 证 明了 方程 (6.1)， 当 为 奇数 时 ， 除 具有 1) 与 3) 两 
个 正 整 数 解 以 外 ， 无 其 他 正 整数 解 。 根 据 上 述 推理 ， 柯 召 和 和 孙 琦 
猜想 ,方程 (6.1) 除 解 (6.2) 以 外 ， 无 其 它 正 整数 解 。 现 已 证 
明 ， 当 1 志 n 志 400 时 ， 此 猜想 成 立 。 对 于 n >400 的 情形 至 今 尚 
未 见 到 证 明 。 

还 比如 ， 函 数 

f(x)= z+ > X"， 
其 中 ，x 为 复 变 数 。 该 该 函数 在 定义 域 单位 辆 内 ( 即 1xz1<1), 单 
值 连续 , 且 当 x = 0 时 ,有 /(0) = 0, 了 (0) = 1。 关 于 该 函数 展开 


式 系数 a2，a3，…，as 的 性 质问 题 ， 自 1909 年 以 来 ， 吸 引 了 
许多 数学 家 的 注意 力 。1916 年 ， 比 巴 霸 赫 (Bieberbach) 证 明了 
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该 函数 的 系数 | ay | 委 2 。 由 此 他 提出 , | a, 1 过 nm(n = 2,3,.…) 
成 立 ， 其 中 等 号 当 且 仅 当 柯 比 函数 


K(xz) = XX 
(1 ~ zx)? 
及 其 旋转 时 成 立 。 这 就 是 函数 论 研究 中 的 著名 的 “ 比 巴 霸 赫 猪 


9 
想 ”。 


(二 ) 类 比 法 


用 类 比 法 提出 数学 猜想 ， 在 数学 史上 也 是 常 有 的 事 。 比 如 ， 
我 们 知道 ， 在 平面 几何 中 ， 一 个 三 角形 的 任意 二 边 之 和 和 必 大 于 第 
三 边 。 后 来 ， 人 们 在 反复 计算 试验 的 基础 上 ， 并 在 上 述 事实 的 启 
发 下 ， 类 似 地 提出 了 如 下 猜想 : 如 果 zx，y 为 大 于 1 的 自然 数 ， 
则 

r(x) + rxr(y) 宕 x(r + y), 
其 中 x (x),x(y), x(x + y) 分 别 表示 不 超过 zx, y, (x + y) 的 素 
数 的 个 数 ， 这 个 猜想 正确 与 否 ， 至 今 没 有 结论 。 

又 比如 ， 魏 尔 猜 想 就 是 将 方程 组 与 方程 进行 类 比 后 提出 来 

的 。 事 实 上 ， 我 们 知道 方程 

2 十 Qi 1 十 Ca 十 +an=0 

有 个 根 ， 而 这 个 根 以 及 方程 的 系数 a1，a，， a3，…，w 的 
取 值 范围 为 全 体 实数 或 复数 ， 其 数目 又 是 无 限 多 个 。 假 若 我 们 限 
市 方程 的 系数 和 根 的 值 ， 只 能 在 有 限 个 数 中 选取 ， 那 么 这 种 方程 
是 否 有 解 呢 ? 这 就 是 有 限 域 上 多 变量 多 项 式 解 的 问题 。1949 年 ， 
魏 尔 首先 证 明了 这 种 方程 解 的 个 数 满足 某 些 条 件 ， 然 后 他 利用 类 
比 法 提出 了 这 些 条 件 对 于 解 方程 组 也 是 必须 的 猜想 。 这 个 猜想 ， 
于 1974 年 被 德 利 涅 证 明 是 正确 的 。 

魏 尔 是 在 代数 方程 与 代数 方程 组 之 间 进 行 类 比 之 后 提出 数学 
猜想 。 那 么 ， 在 代数 方程 与 非 代数 方程 之 间 能 否 也 进行 类 比 并 提 
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出 数学 猜想 呢 ? 回答 是 肯定 的 。 欧 拉 猜 想 的 提出 就 是 典型 的 一 
例 。 

17 世纪末 18 世纪 初 ， 瑞 士 著名 数学 家 雅克 ' 伯 努 利 
(J.Bernoulli，1654 一 1705) 研究 并 计算 出 许多 无 穷 级 数 之 和 ， 
但 对 自然 数 平方 的 倒数 这 个 无 穷 级 数 : 

1+ 二 + 让 二 + 二 

的 和 ， 一 直 未 能 求 出 。 对 此 他 十 分 关注 ， 曾 表示 : 假如 有 人 能 够 
求 出 这 个 他 直到 现在 还 未 能 求 出 的 和 并 把 结果 通知 给 他 ， 他 将 会 
十 分 感激 。 这 个 问题 ， 引 起 了 瑞士 的 另 一 位 著名 数学 家 欧 拉 
(L.Euler，1707 一 1783) 的 兴趣 。 欧 拉 仔 细 地 研究 了 这 个 无 穷 级 
数 ， 并 发 现 种 种 表达 式 ， 还 计算 出 7 位 有 效 数 字 的 和 《 即 
1.644934)， 但 由 于 这 仅 是 近似 值 而 感到 不 满意 。 怎 么 办 呢 ? 他 
巧妙 地 采用 类 比 法 提出 猜想 ， 然 后 加 以 严格 证 明 。 其 具体 做 法 
是 : 首先 设 2n 次 方程 


al 一 aiz2+az4 — + (~ 1)"anr’” = 0 (6.3) 
有 2n 个 不 同 的 根 
Ql,， Ql, 02，, ~ Q2， "Qn, Qn: 
根据 多 项 式 因 式 分 解法 ， 得 
ao 一 azz+asze 一 十 (一 Tree 
全 ba r? 
=a!- 委 (1 -入 )"(1- 和 |) 
且 
1 1 1 
al ee (6.4) 


其 次 ， 考 虑 下 列 方 程 
sin 工 三 0， (6.5) 
即 
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欧 拉 认为 ，(6.5) 左边 有 无 穷 多 项 ， 又 是 无 穷 次 的 ， 所 以 必 有 无 
穷 多 个 根 

0, x, -Xx 2a, 2x, 3A, 3x, 
抛弃 0 这 个 根 ， 并 用 x ( 即 对 应 于 0 根 的 线性 因子 ) 除 (5.5) 
的 两 边 ， 得 


> 这 和 
1-37 51 7+ =0。 (6.6) 
此 方程 的 根 为 
T， 一 T，2r， 一 2r，3r， 一 3r，… 


这 时 欧 拉 大 胆 地 将 (6.6) 与 (6.3) 进行 类 比 ， 从 而 推断 出 


ps 
证 x? pe 
le 


又 根据 (6.4) 有 
1 1 1 1 
31 = 了 


等 式 两 边 乘 以 x? 得 


2 
元 二 外 十 站 


6 4 9 
即 

xn? 1 1 

a 


这 就 是 欧 拉 采用 关上 比 的 方法 推断 出 雅克 . 伯 努 利 未 能 求 得 的 自然 
数 平方 的 倒数 这 个 无 穷 级 数 和 。 这 是 一 个 绝妙 的 猜想 ! 欧 拉 自 己 
也 表示 ， 这 种 类 比方 法 是 新 的 且 从 来 没有 这 样 运用 过 。 他 又 谨慎 
地 作 了 检查 和 计算 ， 发 现 于 的 取 小 数 点 后 六 位 数字 的 近似 值 与 
原来 的 近似 值 相同 。 当 时 ， 数 学 界 的 许多 数学 家 对 欧 拉 的 这 个 推 
断 提 出 异议 。 最 后 ， 欧 拉 经 过 仔细 地 检验 ， 并 成 功 地 证 明了 用 
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到 作为 自然 数 平方 倒数 这 个 无 穷 级 数 的 和 是 正确 的 


(三 ) 变换 条 件 法 


提出 数学 猜想 还 有 一 种 常用 的 方法 即 变换 条 件 法 。 所 谓 变 换 
条 件 法， 就 是 通过 改变 某 一 数学 定理 的 前 提 条 件 来 提出 数学 猜 
想 。 古 希腊 数学 家 欧 几 里 得 (Euclid， 约 前 330 一 约 前 275) 提出 
并 证 明了 “素数 有 无 穷 多 ”这 一 著名 的 数学 定理 。 后 来 ， 人 们 通 
过 变换 这 一 定理 条 件 的 方法 提出 了 种 种 猜想 。“ 挛 生 素数 猜想 ” 
就 是 其 中 的 一 个 。 若 p 是 素数 ，p +2 亦 是 素数 ， 则 称 (p,p + 
2) 是 一 对 挛 生 素数 。 如 ， (3，5); (5, 7); (11，13); (17, 
19); (101, 103); (10016957, 10016959); (10?+7，10?+9) 
等 等 ， 都 是 挛 生 素数 。 挛 生 素 数 显 然 是 素数 中 的 一 部 份 ， 但 人 们 
却 改变 “素数 有 无 穷 多 ”这 一 定理 的 条 件 ， 提 出 “ 挛 生 素数 有 无 
穷 多 ”这 一 数学 猜想 。 这 个 猜想 至 今 尚 未 解决 。 人 们 目前 已 知道 
的 挛 生 素数 是 相当 多 的 ， 大 体 情 况 是 : 在 小 于 105 的 自然 数 中 有 
1224 对 ; 在 小 于 105 中 有 8164 对 ; 在 小 于 3.3 x 107 中 有 
152892 对 。 最 大 的 挛 生 素数 对 为 (102 + 9649，102 + 9651)， 不 
仅 如 此 ， 人 们 采用 同样 的 方法 ， 又 相继 提出 所 谓 “ 三 生 素 数 猜 
想 ” 等 。 


(四 ) 物理 模拟 法 
有 些 数 学 猜想 是 通过 物理 模拟 并 在 物理 模拟 的 启示 下 提出 来 


的 。 比 如 ， 在 场 站 设置 的 实际 问题 中 ， 人 们 归结 出 这 样 一 个 数学 
间 题 ， 对 平面 上 已 知 n 个 点 ， 把 这 ” 个 点 连结 起 来 ， 如 何 连 线 


@ 参见 G. 波 利 亚 : 《数学 与 猜想 》 (第 一 卷 )， 科 学 出 版 社 ，1984 年 版 ， 第 
17 一 21 页 。 
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才能 使 总 长 度 最 短 ? 为 了 解决 这 个 问题 ， 人 们 曾 利用 物理 模拟 的 
方法 对 以 探讨 。 先 选 定 一 块 大 小 适当 的 细 铁 丝 网 ， 并 在 给 定 的 几 
个 点 的 位 置 上 各 插 一 大 头 针 ， 然 后 把 它 放 在 肥皂 水 里 ， 最 后 再 轻 
轻 地 将 铁丝 网 取出 。 这 时 ， 如 果 从 垂直 于 铁丝 网 的 方向 看 去 ， 便 
可 以 清楚 地 看 出 铁丝 网 上 形成 一 些 网 状 线 ， 而 且 从 具体 测定 发 现 
这 些 线 与 线 之 间 的 结 点 角 ® 不 小 于 120"。 过 去 有 人 把 这 个 实验 
称 之 为 “ 皂 膜 实验 ”。 在 这 个 实验 的 启示 下 ， 人 们 提出 “在 一 个 
平面 上 ” 点 连 线 总 长 度 最 短 时 其 连 线 间 的 结 点 角 皆 不 小 于 120”” 
的 猜想 。 当 n =3 时 ， 我 们 可 以 用 初等 几何 的 方法 证 明 此 推断 中 
的 条 件 不 但 是 必要 的 ， 而 且 也 是 充分 的 。 但 对 于 n >3 时 ， 其 条 
件 仅 仅 是 必要 的 ， 至 于 充分 条 件 至 今 尚未 找到 。 


(五 ) 联系 观察 法 


在 数学 研究 中 ， 有 时 出 现 这 样 一 种 情况 ， 即 通过 联系 观察 发 
现 某 种 带 有 规律 性 的 现象 ， 然 后 再 从 理论 上 加 以 探讨 ， 究 其 真 伪 
性 。 这 种 通过 联系 观察 而 发 现 的 某 种 带 有 规律 性 的 东西 ， 亦 可 称 
之 为 数学 猜想 。 这 里 ， 仅 以 波 利 亚 《 数 学 与 猜想 》 一 书 中 所 讲 到 
的 事实 为 例 ， 根 据 我 们 的 理解 和 需要 来 作 具 体 的 分 析 和 说 明 。 

今 考虑 用 位 置 为 一 般 性 的 点 、 直 线 、 平 面 分 别 分 割 直线 、 平 
面 、 空 间 ， 并 力图 发 现 其 分 割 部 分 数 的 规律 。 首 先 ， 我 们 来 看 几 
个 不 同 的 点 ， 能 把 直线 分 成 多 少 部 分 ” 很 显然 ，1 个 点 将 直线 分 
为 2 个 部 分 ; 2 个 点 将 直线 分 为 3 个 部 分 ; 3 个 点 将 直线 分 为 4 
个 部 分 ; 一 般 地 ，7? 个 点 将 直线 分 为 xn +1 个 部 分 。 其 次 ， 我 们 
再 来 看 几 条 直线 将 平面 最 多 能 分 割 成 多 少 部 份 ?通过 实际 观察 不 
难看 出 ，1 条 直线 将 平面 分 成 2 部 分 ; 2 条 直线 将 平面 分 成 4 部 
分 ，3 条 直线 将 平面 分 成 7 部 分 ; 4 条 直线 将 平面 分 成 11 部 分 


名 从 菜 一 点 出 发 的 射线 间 的 夹 角 称 为 关于 这 一 点 的 结 点 角 。 
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等 。 这 里 有 何 规律 呢 ? 几 条 直线 将 平面 分 为 多 少 部 分 呢 ? 一 下 子 
很 难看 出 。 为 发 现 规律 ， 我 们 可 以 将 上 面 观察 出 来 的 结果 ， 作 如 
下 处 理 

直线 条 数 | 平面 被 分 割 的 份 数 


1 2=1+1+0 
2 4=1+2+1 
3 7=1+3+3 
4 


11=1+4+6 


n pa=l+nt+a, 

从 此 表 右 边 的 等 式 中 ， 仔 细 观 察 便 可 发 现 ， 每 个 等 式 右 端 第 
一 项 均 为 1， 第 二 项 均 与 直线 的 条 数 相同 ， 就 是 说 n 条 直线 即 为 
n。 如 果 第 三 项 a, 亦 能 用 ”表示 出 来 ， 那 么 这 个 分 割 份 数 的 一 
般 公式 即 可 写 出 来 了 。 我 们 再 来 仔细 观察 可 发 现 第 三 项 各 数值 
中 ， 相 继 后 项 减 前 项 所 得 数值 是 一 个 自然 数列 。 事 实 上 ， 设 a 
=0,as=1, a3=3, a4=6,…… ， 则 as 一 a1=1，a3 一 4a2=2， 
a4— a3=3, 。 这 时 我 们 可 以 猜想 ， 一 般 地 a, 一 4a.-1 王 nn 一 
1， 现 将 等 式 左右 两 端 分 别 相 加 得 


ao-al=1+2+3+……+( 一]。 


又 因为 0 1+12134+ (nl) = 4 , 


所 以 


_ n(n—-1) 
C, = 2 o 


这 样 一 来 ， 即 可 得 到 一 般 性 推断 : ”条 直线 可 将 平面 分 割 的 份 数 
为 
n(n—1) 

2 © 
这 只 是 一 个 猜想 ， 是 否 真 正成 立 尚 需 进行 证 明 。 用 数学 归纳 法 不 
难 证 明 这 个 猜想 是 正确 的 。 


pan=1l+nt+ 
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最 后 ， 于 二 间 最 多 能 分 割 多 少 部 分 这 
个 问题 。 如 同 前 面 一 样 ， 亦 可 先 做 简单 的 具体 分 制 。1 个 平面 将 
空间 分 为 2 部 分 ;2 个 平面 将 空间 分 为 4 部 分 ; 3 个 平面 将 空间 
分 为 8 部 分 ; 4 个 平面 将 空间 分 为 15 部 分 (由 四 个 面 围 成 的 四 
面体 ， 其 内 有 限 部 分 为 1 部 分 ; 与 四 面体 共 面 的 无 限 部 分 有 4 部 
分 ; 与 四 面体 共 一 边 的 无 限 部 分 有 6 部 分 ; 与 四 面体 共 一 顶点 的 
1 
… 有 何 规律 ? 不 易 看 出 。 为 此 ， 我 们 可 将 所 观察 到 的 点 分 割 直 
线 ， 直 线 分 割 平面 与 平面 分 割 空间 的 具体 数值 联系 起 来 考虑 ， 并 
列 入 左 表 ， 再 看 一 看 相互 之 间 有 什么 规律 可 循 。 其 中 ，n 表示 分 
制 元 素 的 个 数 ; 六 表示 直线 被 ”个 点 分 割 的 份 数 ; 如 表示 平面 
被 ”条 直线 分 割 的 份 数 ; Q, 表示 空间 被 个 平面 分 割 的 份 数 。 

我 们 观察 一 下 右 三 列 中 相 邻 两 列 数 字 的 关系 。 可 以 发 现 ， 从 
第 二 行 开始 ， 每 个 数值 均等 于 本 列 中 上 一 行 的 数值 与 其 同行 右 侧 


数值 之 和 。 比 如 ， 
4，3 4，4 
[7 84+ 
7, 4 8, 7 
+ |15=8+7; 


11 15 
依据 上 述 观 察 结果 ， 我 们 可 以 提出 下 列 猜想 ，n 条 直线 分 割 平面 


< 


Cn 
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的 份 数 等 于 - 1 条 直线 分 割 平 面 的 份 数 加 上 ”- 1 个 点 分 割 直 
线 的 份 数 ; ?= 个 平面 分 割 空间 的 份 数 等 于 ” - 1 个 平面 分 割 空间 
的 份 数 加 上 x -1 条 直线 分 割 平 面 的 份 数 。 如 果 这 个 猜想 是 对 
的 ， 那 么 我 们 就 可 以 通过 这 个 表 算 出 n 条 直线 分 割 平面 的 份 数 
和 nn 个 平面 分 割 空间 的 份 数 。 诸 如 ， 当 ?= 5 时 ， 平 面 被 直线 分 
割 的 份 数 为 p;=11+5=16， 空 间 被 平面 分 割 的 份 数 为 Qi = 15 
+11=26; 当 n=6 时 ,pe=16+6=22，Q6e=26+16=42; 当 
2 =7 时 ，z17=22+7=29，Qy=42+22=64 等 等 ， 详 见 下 表 : 


n Q， pa 人 
5 26 16 6 
6 42 22 7 


联系 观察 法 在 数学 猜想 的 提出 中 ， 起 着 极其 重要 的 作用 。 这 
不 仅 是 因为 它 本 身 有 发 现 猪 想 的 功能 ， 而 且 也 是 由 于 各 种 提出 数 
学 猜想 的 方法 中 大 都 离 不 开 它 。 正 如 著名 数学 家 欧 拉 在 谈 到 数论 
研究 的 情况 时 所 指出 的 那样 : “今天 人 们 所 知道 的 数 的 性 质 ， 几 
乎 都 是 由 观察 发 现 的 ， 并 且 早 在 用 严格 论证 确认 其 真实 性 之 前 就 
被 发 现 了 。 甚 至 到 现在 还 有 许多 关于 数 的 性 质 是 我 们 所 熟悉 而 不 
能 证 明 的 ; 只 有 观察 才 使 我 们 知道 这 些 性 质 。 因 此 我 们 认识 到 ， 
在 仍然 是 很 不 完善 的 数论 中 ， 还 得 把 最 大 的 希望 寄托 于 观察 之 
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中 ; 这 些 观察 将 导致 我 们 继续 获得 以 后 尽力 予以 证 明 的 新 的 性 
质 ". 事实 上 ， 数 论 中 的 大 部 分 猜想 是 靠 联系 观察 法 (当然 包 
括 归 纳 法 ) 提出 的 ， 而 其 他 数学 分 支 中 数学 猜想 的 提出 ， 也 常常 
与 这 种 方法 有 密切 关系 。 


《六 ) 逐 级 猜想 法 


在 数学 中 ， 有 些 猜想 长 期 不 能 肯定 其 正确 与 否 。 对 这 些 猜 
想 ， 有 时 先 假定 它 是 正确 的 ， 然 后 在 这 个 假定 的 基础 上 再 提出 新 
的 推断 ， 从 而 由 已 有 的 猜想 又 得 到 了 新 的 猜想 。 比 如 ， 前 面 已 经 
讲 过 , “ 挛 生 素数 有 无 穷 多 个 ”是 一 个 猜想 , “三 生 素 数 有 无 穷 多 
个 ”也 是 一 个 猜想 。 这 两 个 猜想 至 今 尚 未 解决 ， 但 后 来 人 们 在 假 
定 这 两 个 猜想 是 正确 的 前 提 下 ， 又 运用 “归纳 法 "， 进 而 提出 
“n 生 素 数 猜 想 ”。 所 谓 “n 生 素 数 狂想”， 就 是 假定 Li < 工 ; < 
ee < L,1(n 之 1) 是 一 1 个 自然 数 ,P 是 素数 ,有 是 P+Li,P 
十 工 ee ,PP 二 工 ,_1 也 都 是 素数 , 则 称 (P,P+ Li,…,P+L,.1) 
是 一 个 n 生 素 数组 ， 如 果 对 于 任意 素数 g，n 个 整数 0， 工 ， 

， 上 -1 对 模 g 互 不 同 余 的 个 数 都 小 于 gq， 那么 n 生 素 数组 有 
无 穷 多 个 。 

还 比如 ， 从 连续 统 假设 到 它 的 推论 ， 也 是 一 个 从 猜想 到 猜想 
的 例证 。 我 们 知道 ， 由 全 体 自 然 数 构成 的 集合 具有 “可 数 ” 的 
势 ， 而 由 全 体 实 数 构成 的 集合 具有 “连续 统 ” 的 势 。“ 连 续 统 ” 
的 势 。 大 于 “可 数 ” 的 势 。 那 么 ，“ 可 数 ” 的 势 与 “连续 统 ” 的 
势 之 间 ， 是 否 还 有 其 他 的 势 呢 ? 集合 论 的 黄 基 者 康 托 狂想， 在 
“可 数 ”的 势 与 “连续 统 ”的 之 问 没 有 其 他 的 势 ， 这 就 是 著名 的 
“连续 统 假设 "”。 后 来 人 们 在 假定 这 个 假设 是 正确 的 条 件 下 ， 又 运 
用 “演绎 法 ”( 引 号 的 意思 与 上 例 中 “归纳 法 ” 同 ) 得 到 82 个 推 


中 转 引 自 G- 波 利 亚 :《 数 学 与 猪 想 )， 科 学 出 版 社 ，1984 年 版 ， 第 1 页 。 
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论 。 可 见 这 些 推 论 是 从 猜想 中 得 到 的 新 的 猜想 。 

再 比如 ，1921 年 ， 克 拉 莫 (H.Cramer) 在 假定 “ 黎 曼 猜想 ” 
成 立 的 条 件 下 ,证 明了 : 当 z= p,，y = pl?logp, 时， 在 区 间 
(z，z+y] 中 必定 有 素数 存在 ， 从 而 将 杰 波 夫 猜 想 的 研究 向 前 
推进 了 一 步 。 这 里 ， 克 拉 莫 证 明了 的 命题 ， 显 然 具有 由 猜想 到 猜 
想 的 性 质 。 

上 面 讲 到 了 提出 数学 猜想 的 几 种 主要 方法 。 这 些 方法 在 实际 
运用 中 ， 有 时 是 孤立 地 进行 ， 但 也 有 时 几 种 方法 一 同 使 用 。 比 
如 ， 前 面 讲 到 的 观察 法 的 事例 中 ， 不 仅 用 了 观察 法 ， 而 且 还 有 不 
完全 归纳 法 的 作用 。 另 外 ， 数 学 猜想 并 不 是 科学 家 随意 提出 来 
的 ， 而 是 根据 数学 研究 的 实际 需要 ， 并 在 数学 研究 发 展 到 一 定 程 
度 时 产生 的 。 数 学 猜想 作为 数学 研究 的 一 种 方法 和 发 展 形式 ， 及 
时 发 现 和 提出 它 ， 对 数学 科学 的 进步 无 疑 是 有 重要 意义 的 。 
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一 一 判定 数学 猜想 真 伪 性 的 几 个 途径 


数学 猜想 具有 两 个 明显 的 特点 : 一 是 具有 一 定 的 科学 性 ， 因 
为 它 是 以 某 些 已 知 的 事实 材料 与 数学 知识 为 依据 ， 有 时 还 经 过 一 
定 的 理论 推 证 ， 因 而 它 与 毫 无 根据 的 武断 、 腾 测 、 胡 思 乱 想 有 着 
本 质 的 区 别 ; 二 是 具有 某 种 假定 性 ， 因 为 它 没有 经 过 全 面 而 严格 
地 理论 证 明和 实践 检验 ， 是 一 种 猜测 性 的 推断 。 数 学 猜想 是 科学 
性 与 假定 性 的 辩证 统一 。 既 然 数学 猜想 本 身 具 有 科学 性 和 假定 
性 ， 那 么 究 其 结果 ， 既 可 能 被 肯定 ， 也 可 能 被 否定 ， 还 可 能 是 不 
可 判定 的 。 那 么 ， 如 何 从 理论 上 进行 判定 呢 ? 归纳 起 来 有 以 下 几 
个 途径 。 


(一 ) 举例 否定 


对 于 一 个 可 判定 的 命题 ， 要 么 证 明 它 是 正确 的 ， 肯 定 它 ; 
么 证 明 它 是 错误 的 ， 否 定 它 。 对 于 某 个 数学 猜想 如 果 能 举 出 一 个 
有 反例， 那么 这 个 数学 猜想 便 被 否定 了 。 比 如 ， 前 面 我 们 讲 了 ， 
1664 年 费 尔 马 研究 形 如 F(n) = 2 + 1 的 数 ， 并 根据 n = 1,2， 
3,4 时 ，F(n) 均 为 素数 , 提出 猜想 : 对 于 任何 自然 数 n, 形 如 


F(n) = 2 + 1 的 数 都 是 素数 。 但 是 , 事 隔 68 年 , 即 1732 年， 欧 
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拉 举 出 一 个 反例 ; 当 n = 5 时 , F(5) = 22 + 1 = 4294967297 ， 这 
个 数 不 是 素数 ， 而 是 合 数 ， 因 4294967297 = 6700417 x 641， 即 
可 被 641 整除 。 这 样 ， 费 尔 马 猜想 就 被 否定 了 。 

还 比如 ， 欧 拉 方 阵 猜想 ( 亦 称 欧 拉 方 阵 问 题 )， 也 是 通过 举 
反例 被 否定 的 。1782 年 ， 荷 兰 的 一 个 杂志 发 表 了 一 篇 关于 魔方 
阵 的 文章 ， 文 中 提 到 : 传说 在 18 世纪 ， 普 鲁 士 的 腓 特 烈 大 帝 举 
行 一 次 阅兵 式 ， 计 划 挑 选 36 名 军官 组 成 一 个 方 队 作 先 导 队 。 普 
鲁 士 当 时 有 六 个 部 队 ， 腓 特 烈 大 帝 要 求 ， 从 每 个 部 队 中 选派 出 6 
个 不 同 级 别 的 军官 各 一 名 ， 并 使 这 36 名 军官 排 成 的 方 队 中 ， 必 
须 每 一 行 每 一 列 都 有 各 部 队 各 级 别 的 代表 。 阅 兵 司 令 按 照 腓 特 列 
大 帝 的 命令 去 排 方 阵 ， 但 直到 阅兵 时 也 未 能 排出 。 对 此 ， 腓 特 列 
大 帝 大 奴 ， 并 撤 了 阅兵 司令 的 职务 。 后 来 ， 腓 特 烈 大 帝 亲 自 来 排 
也 未 获 成 功 。 瑞 士 数学 家 欧 拉 对 这 个 “6 阶 方 阵 问题 ”十 分 感 兴 
趣 。 当 时 ， 他 已 是 75 岁 高 龄 的 老人 了 。 他 一 生 中 解决 了 不 知 多 
少 令 人 望而生畏 的 数学 难题 ， 可 是 万 万 没 想到 竟 被 这 个 看 来 很 简 
单 的 问题 给 难 住 了 。 开 始 ， 他 从 简单 情况 入 手 ， 把 3 阶 、4 阶 、 
5 阶 的 情况 按 要 求 把 方 阵 排 出 来 了 ， 如 下 所 示 。 

A, B, C. Dy A, B; Ce Duo 了。 
D;, C, Ba A。 Ea A, B, C, D. 
B. As D, C, D, E. Aa B.C, 
Ca D. As B。 Ce D, Es A Ba 
B. Cy D,E, A, 


然而 ， 对 6 阶 这 种 方 阵 ， 他 绞 尽 脑 汁 也 没有 排出 来 ， 这 时 ， 欧 拉 
想 : 6 阶 这 种 方 阵 是 否 不 存在 ?他 又 仔细 研究 发 现 ，2 和 6 都 是 
被 2 整除 而 不 能 被 4 整除 的 数 〈 欧 拉 称 这 种 数 为 半 偶 数 )， 其 一 
般 形 式 为 

n= 4m+2(m = 0,1,2) 
于 是 ， 欧 拉 猜 想 : 半 偶 数 的 方 阵 是 不 存在 的 。 第 二 年 ， 即 1783 
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年 ， 欧 拉 去 逝 了 。 后 来 人 们 就 把 这 类 半 侦 数 方 阵 称 为 “ 欧 拉 方 
阵 "。 自 欧 拉 提出 这 一 猜想 后 ， 一 个 多 世纪 中 ， 不 少数 学 家 为 证 
明 它 而 耗费 了 极 大 的 精力 ， 付 出 了 艰苦 的 劳动 ， 并 经 历 了 多 次 反 
复 。1901 年 ， 丹 麦 数 学 家 彼得 尔 森 用 几何 方法 证 明了 n=6 时 欧 
拉 方 阵 猜 想 是 正确 的 ; 但 是 1905 年 ， 法 国 数学 家 塔 里 却 指出 他 
的 证 明 是 错误 的 ; 1910 年 ， 德 国 数学 家 维尔 尼克 用 代数 方法 证 
明了 欧 拉 方 阵 猜想 是 正确 的 ， 但 是 ， 美 国 数学 家 麦克 尼 许 又 指出 
他 的 证 明 有 错误 ; 1922 年 ， 麦 克 尼 许 用 拓扑 的 方法 证 明了 欧 拉 
方 阵 猜想 是 正确 的 ， 但 是 ，1942 年 ， 德 国 数学 家 勒 维 发 现 麦 克 
尼 许 的 证 明 同 样 是 不 可 靠 的。 证 明 欧 拉 方 阵 猜 想 正确 的 努力 长 期 
遭 到 失败 之 后 ， 数 学 家 们 开始 从 相反 方向 去 考虑 问题 ， 即 力图 证 
明 欧 拉 方 阵 猜 想 的 不 正确 性 。19s9 年 4 月 ， 印 度数 学 家 玻 色 和 
史 里 克 汉 德 证 明 当 n = 22 时 方 阵 是 存在 的 。 这 个 反例 便 推 翻 了 
上 述 欧 拉 方 阵 猪 想 。 这 个 事件 引起 了 数学 界 的 震动 ! 不 久 ， 琉 色 
和 史 里 克 汉 德 又 证 明了 除 n=2，6，14，26 以 外 ， 对 n 实 3 的 任 
意 ”都 存在 方 阵 。 就 在 这 篇 论文 交付 印刷 时 ， 美 国 数学 家 派克 
又 证 得 了 n = 14，26 的 方 阵 是 存在 的 。 这 样 一 来 ， 只 剩 下 ”= 
2，6 时 方 阵 不 存在 了 。 从 而 最 后 明确 了 ，36 名 军官 的 方 阵 确实 
是 不 存在 的 。 

再 比如 ，19 世纪 末 ， 泰 特 提出 关于 “任何 3- 连 通 的 三 次 平 
面 图 是 哈密 尔 顿 的 ”断言 ， 也 就 是 著名 的 泰 特 猜想 。 这 个 猜想 的 
大 意 是 ， 如 果 把 由 点 和 线 组 成 的 图 能 够 画 在 平面 上 ， 目 线 与 线 之 
间 除 了 有 公共 的 端点 外 没有 任何 交点 ， 这 样 的 图 在 图 论 中 叫做 
“平面 图 "。 如 果 把 图 中 的 每 个 点 视 作 一 个 城市 ， 那 么 联结 两 个 点 
的 线 便 可 看 作 是 交通 线 。1859 年 ， 哈 密 尔 顿 提 出 了 相当 于 下 面 
这 样 一 个 问题 ， 能 不 能 找到 一 条 旅行 路 线 ， 从 一 个 城市 出 发 ， 沿 
着 交通 线 经 过 每 个 城市 恰好 一 次 ， 再 回 到 原 出 发 地 ? 如果 能 找到 
这 样 一 条 旅行 路 线 ， 我 们 就 称 这 样 的 图 为 一 个 哈密 尔 顿 图 。 并 不 
是 每 个 平面 都 是 哈密 尔 顿 图 ， 但 许多 具有 3- 连 通 的 三 次 平面 图 
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是 哈密 尔 顿 的 。 这 是 不 是 一 个 普通 规律 呢 ? 1946 年 ， 托 特 给 出 
了 一 个 46 个 点 的 具有 上 述 性 质 的 平面 图 的 反例 ， 从 而 证 明了 秦 
特 猜 想 是 不 对 的 。 


(二 ) 逐次 趋 近 


数学 猜想 中 有 不 少 世界 著名 的 难题 ， 对 于 这 些 世 界 难 题 ， 人 
们 常常 设法 先 证 明 它 的 一 种 减弱 的 命题 ， 然 后 一 步 一 步 地 向 它 逐 
次 趋 近 。 数 学 发 展 史上 有 许多 这 样 的 例子 。 

例 1， 前 面 提 到 的 哥 德 巴赫 猜想 ， 自 1742 年 被 提出 后 ， 广 
大 数学 家 陆续 作出 了 越 来 越 接近 最 后 解决 〈 假 定 以 偶数 = (1+ 
1) 来 表示 ) 的 成 果 : 

1924 年 ， 拉 德 马 哈 尔 证 明了 ; 偶数 = (7+7); 

1932 年 ， 爱 斯 斯 尔 曼 证 明了 : 偶数 = (6+6); 

1938 年 ， 布 赫 斯 塔 勃 证 明了 : 偶数 =($+5); 

1940 年 ， 布 赫 斯 塔 勃 证 明了 : 偶数 =(4+4); 

1957 年 ， 维 诺 格拉 人 朱 夫 证 明了 : 偶数 = (3+3); 

1957 年 ， 王 元 证 明了 : 偶数 =.(2 + 3); 

1962 年 ， 潘 承 洞 证 明了 :偶数 = (1+5); 

1962 年 ， 王 元 和 潘 承 洞 证 明了 : 偶数 =(1+4); 

1965 年 ， 布 赫 斯 塔 勃 等 证 明了 : 偶数 = (1+3); 

1973 年 ， 陈 景 润 证 明了 : 偶数 =(1+2)。 

例 2. 1859 年 ， 德 国 数学 家 黎 螺 (B.Riemann，1826 一 
1866)， 一 连 提出 六 个 猜想 。 第 一 、 第 三 、 第 四 个 猜想 已 于 1892 
年 由 法 国 数学 家 哈达 马 证 明 ; 第 二 、 第 六 个 猜想 已 于 1894 年 由 
曼 高 尔 特 解决 。 后 来 只 剩 下 第 五 个 猜想 ， 即 也 数 

en 
(其 中 s=o+ti 为 复数 ) 的 零点 全 部 落 在 复 平面 的 一 条 直线 o = 
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这 上 。 一 百 多 年 来 ， 许 多 数学 家 就 其 碱 弱 的 命题 进行 了 试 证 ， 并 
取得 了 一 系列 重要 成 果 ， 逐 步 向 最 后 结果 靠近 。 为 了 说 明 这 种 情 
况 ， 我 们 先 来 讨论 一 下 黎 曼 5(s) 函数 在 一 个 有 限 范围 内 的 零点 
个 数 问题 。 设 这 个 范围 是 ， 的 虚数 部 分 的 绝对 值 不 超过 工 ， 实 数 
部 分 在 0 与 1 之 间 。 用 N(T) 表示 《(s) 在 这 一 范围 内 的 零点 个 
数 。 若 * 的 范围 改 为 虚数 部 分 的 绝对 值 不 超过 工 ， 实 数 部 分 等 于 


序 ， 用 No(T) 表示 8(s) 在 其 中 的 零点 个 数 。 假 如 我 们 能 证 明 


NT) = No(T), 那么 黎 曼 猜想 就 被 证 明了 。 

下 面 我 们 来 介绍 一 下 目前 研究 的 进展 。1948 年 ， 塞 尔 伯 格 
(Selberg) 证 明了 一 定 存在 这 样 一 个 常数 <， 使 NO(T) 之 eN(T) 
成 立 。 对 其 中 c 取 什 么 样 数 值 他 没有 明确 ， 实 际 上 按 他 的 方法 只 
能 求 出 一 个 十 分 小 的 c。 许 多 数学 家 力图 找到 一 个 较 大 的 “。 如 
末 c 可 取 为 1， 则 黎 曼 狂想 便 被 证 明 是 正确 的 。 这 是 因为 
No(T) 委 N(T) 是 显然 的 ,如果 有 No(T)  NCT)， 那么 
No(T) = N(T) 就 是 必然 的 了 。1973 年 ， 莱 文生 (Levinson) 
证 明了 : No(T) > NICT)/3。1974 年 ， 他 又 改进 为 No(T) > 
0.3474NCT)。1980 年 ， 我 国 数学 家 楼 世 拓 ， 又 改进 了 上 述 结 
果 。 

由 于 “6 (s) 的 非 平凡 零点 9 全 部 在 ;的 实数 部 分 等 于 二 
的 这 条 直线 上 ”与 “在 上 述 这 条 直线 之 外 《(s) 没有 非 平凡 零 
点 ”这 两 个 命题 是 等 价 的 ， 所 以 我 们 可 以 证 明 ， 在 = + 所 的 
实 部 e 大 于 或 等 于 1 时 ，&(s) 没有 零点 ， 但 却 不 能 证 明 ， 对 于 任 
何 一 个 比 1 小 的 数 a 来 说 ，c 大 于 或 等 于 a 时 ，t(;) 没有 零点 。 
我 们 只 好 考虑 再 把 命题 减弱 一 些 ， 即 希望 在 上 述 范围 内 零点 个 数 


中 当 S= -2，-4，… 时 ，8 (s) =0， 称 这 些 零点 为 “平凡 零点 "， 此 外 的 零 
点 均 称 “ 非 平凡 零点 "。 
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不 很 多 。 这 就 是 所 谓 零 点 密度 问题 ， 对 于 一 个 大 于 地 的 a 来 说 ， 
在 s 的 实数 部 分 o 满足 1>o 宇 a。，; 的 虚数 部 分 : 满足 |t| 志 全 的 
这 个 范围 之 中 ,5(s) 的 零点 的 个 数 记 为 N(a, TT)。 对 于 N(a, 工 ) 
的 估计 就 称 为 零点 密度 估计 。 目 前 这 方面 的 最 好 结果 是 替 克 斯 震 
(Huxley) 在 1923 年 得 到 的 结果 : N(e,T) 委 T2417 中 ,DD 从 上 
述 的 一 系列 研究 成 果 看 ， 确 实 逐 渐 向 黎 曼 猜想 的 最 终 解 决 趋 近 ， 
但 仍 相 距 甚 远 。 

例 3，1932 年 ， 勒 默 (Lehmer) 提出 猜想 :不 存在 合 数 n 
使 得 p(n) | n 一 1， 即 推断 数论 函数 方程 kp(n) = n 一 1(& 之 2) 
无 正 整 数 解 。 其 中 , pg(n) 是 欧 拉 函数 ， 表 示 不 超过 n 且 与 ” 互 素 
的 正 整数 的 个 数 。1932 年 ， 勒 默 本 人 证 明了 ; 这 样 的 x 如 果 存 
在 ， 则 ”至 少 是 7 个 不 同 的 素数 的 乘积 ; 1962 年 ， 柯 召 与 孙 琦 
证 明了 xn 至 少 是 12 个 不 同 素数 的 乘积 ; 1963 年 ， 柯 召 与 孙 琦 证 
明了 nn 至 少 是 13 个 不 同 素数 的 乘积 ; 1970 年 ， 有 的 数学 家 证 明 
了 至 少 是 11 个 不 同 素数 的 乘积 ; 1975 年 ， 克 萧 (Kishore) 又 
证 明了 2” 至 少 是 13 个 不 同 素 数 的 乘积 。 证 明 这 个 猜想 的 难度 很 
大 ， 现 有 不 少 的 数学 家 正在 积极 研讨 着 它 。 

例 4，1950 年 ， 欧 德 斯 (Erdss) 提出 猜想 : 对 于 一 切 n>1 
的 正 整 数 ， 方 程 


Ey (x) 
I » bd 


丝 有 正 整 数 解 xz，y，z。 史 劳 斯 (Strauss) 进一步 猜想 : 当 
之 2 时 ， 方 程 ( x ) 的 解 z，y，z 满足 z 隆 y，y 隆 xz，Xz 了 x， 并 
且 对 2<n<5000 证 明了 这 个 论断 是 正确 的 。1963 年 ， 柯 召 、 孙 
琦 与 张 先 觉 证 明了 欧 德 斯 猜想 与 史 劳 斯 猜想 是 等 价 的 ， 且 证 明了 
2<400000 时 ， 这 个 猜想 成 立 。 后 来 ， 杨 曼 托 (Yamanoto) 又 


中 参见 楼 世 拓 和 ， (关于 黎 曼 猜想 );，《 自 然 杂 志 》)，1980 年 5 期 ， 第 355 一 357 
页 。 
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把 这 个 结果 发 展 到 nm<<10"。 

例 S， 采 取 逐 次 趋 近 的 方法 证 明 数 学 猜想 也 并 不 都 是 由 特殊 
的 命题 一 步 一 步 地 、 机 械 地 进行 ， 有 时 是 “一 般 ” 与 “特殊 ” 交 
错 进行 。 比 如 ， 证 明 “ 彭 加 勤 猜 想 ” (在 n 维 空 间 中 的 一 个 点 
集 ， 若 是 n -1 连通 的 紧 致 流 形 ， 则 必定 是 ” 维 球 ) 的 情形 就 是 
如 此 。 关 于 这 个 猜想 ， 当 =1，n=2 时 ， 人 们 早已 知道 其 结果 
是 正确 的 。1960 年 ， 美 国 数学 家 斯 梅 尔 (S.Smale) 证 明了 当 >” 
之 5 的 一 般 情形 也 是 对 的 。 但 是 当 n = 3，n = 4 的 特殊 情形 ， 却 
长 期 得 不 到 解决 。 一 直到 1981 年 ， 美 国 数学 家 弗 里 德 曼 〈M. 
Freedman) 才 证 明了 当 nn =4 时 ， 彭 加 勒 猜 想 是 对 的 。 又 过 5 
年 ， 到 1986 年 ， 葡 萄 牙 数学 家 莱 姜 〈 下 .Rago) 和 英国 数学 家 罗 
克 (C. Rourke) 最 后 证 明了 当 n =3 时 ， 茧 加 勒 猜想 是 成 立 的 。 
这 样 ， 自 1904 年 豆 加 勒 提出 这 一 猜想 ， 到 1986 年 最 后 解决 这 一 
猜想 ， 共 经 历 了 82 年 的 时 间 ， 人 们 是 通过 “特殊 一 一 般 一 特殊 ” 
的 曲折 途 色 获得 成 功 的 。 


(三 ) 命题 转化 


有 些 数学 猜想 ， 采 用 直接 证 明 的 方法 长 期 得 不 到 进展 ， 怎 么 
办 呢 ? 人 们 往往 选取 命题 转化 的 途径 。 其 具体 作法 有 二 种 。 第 一 
是 转化 为 等 价 命题 ， 即 要 证 明 某 个 数学 猜想 ， 先 提出 与 其 等 价 的 
命题 ， 然 后 证 明 这 个 等 价 命题 ， 从 而 原 数 学 猜想 得 证 。 比 如 ， 
1882 年 ， 德 国 数 学 家 康 托 尔 提出 “连续 统 假设 ”"。1934 年 ， 为 了 
证 明 这 一 著名 的 数学 猜想 ， 谢 宾 斯 (Sierpinshi) 曾 列 举 了 :12 个 
与 它 等 价 的 命题 ， 还 列 出 了 关于 连续 统 假设 的 82 个 推论 。 后 来 
人 们 在 此 启发 下 ， 把 “连续 统 假设 ”的 研究 向 前 推进 了 一 大 步 。 
又 比如 ， 关 于 牛 曼 (Newman) 猜想 也 是 这 样 。 此 猜想 的 内 容 是 
整数 区 二 1，m +2，…，m 十 n 总 可 以 重新 排列 成 m+ 11，m 十 
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2，…， 严 +D 使 (mo+a7) = 1，Di=1，2，-…，n。 对 这 
个 数学 猜想 ，1963 年 戴 金 (Dayhin) 和 贝 弥 斯 (Baines) 证 明了 
在 2= 产 时 此 猜想 成 立 。 同 年 ， 柯 召 、 孙 琦 、 尹 文 霖 证 明了 在 
2 安 17016 时 此 猜想 成 立 。1971 年 ， 卡 福特 (Chvetai) 证 明了 > 
委 1002 时 此 猜想 成 立 。 但 至 今 未 能 得 到 最 后 证 明 。 我 国 数学 家 
六 顺和 害 ， 为 了 证 明 这 一 猜想 ， 曾 证 明了 与 它 等 价 的 命题 。 这 个 等 
价 命题 是 : 着 5 宇 0, 而 0<al<as<…… <a 人 Sn, b<bi< 
bb +n 都 是 整数 ， 且 (a;,5)) > 1 则 +hn。 对 于 
不 太 大 的 n， 可 以 用 这 个 命题 来 检验 牛 曼 猿 想 是 否 正 确 。 闵 出 瞧 
曾 用 这 个 结果 检验 了 ”=10 和 m=100 时 ， 此 猜想 是 成 立 的 。 

运用 命题 转化 来 证 明 数 学 猜想 的 第 二 个 具体 作法 是 ， 要 证 明 
某 个 数学 猜想 ， 先 证 明 另 一 个 数学 猜想 成 立 ， 然 后 用 这 个 数学 猜 
想 推 证 出 原 数 学 猜想 的 成 立 。 比 如 ，1916 年 ， 比 巴 霸 赫 提 出 落 
名 的 “ 比 书 钳 赫 猜 想 "”。 六 十 多 年 来 ， 许 多 数学 家 作出 了 一 系列 
成 果 ， 但 都 未 能 最 后 解决 。 一 直到 1984 年 ， 被 路 易 斯 ' 德 布朗 格 
斯 (Louis de Branges) 解决 了 ， 引 起 了 数学 界 的 震惊 ! 他 是 怎样 
解决 的 呢 ” 他 是 先 证 明了 另 一 个 米 林 (Milin) 于 1971 年 提出 的 
更 强 的 猜想 ， 因 为 这 个 猜想 隐 含 了 比 巴 霸 赫 猜想 ， 故 通过 这 个 间 
接 的 途径 证 明了 比 巴 霸 赫 猜想 。 


(四 ) 反 证 法 


以 上 讨论 的 证 明 方法 ， 基 本 上 属于 非 逻 辑 方法 。 其 实 ， 在 数 
学 猪 想 的 论证 中 ， 也 经 常 采取 逻辑 论证 的 方法 。 像 反 证 法 就 是 其 
中 的 一 个 。 什 么 叫 反 证 法 呢 ? 所 谓 反 证 法 就 是 用 否定 待 证 结论 而 
导出 矛盾 来 肯定 待 证 结论 的 一 种 推理 方法 。 这 种 推理 方法 的 基本 
思想 是 ， 在 肯定 前 提 的 情况 下 ， 从 和 否定 待 证 结论 出 发 ， 根 据 已 知 


@@ (m+ij，i) =1 表示 整数 mm + 5 与; 的 最 大 公约 数 是 1， 即 它们 互 素 。 
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事实 (前 提 或 公理 、 定 理 等 )， 进 行 正确 的 逻辑 推理 ， 最 后 导出 
与 已 知事 实 矛盾 ， 而 已 知事 实 是 正确 无 疑 的 ， 因 此 这 种 矛盾 说 明 
了 “否定 待 证 结论 ”是 不 正确 的 ， 从 而 从 反面 肯定 了 待 证 结论 是 
正确 的 。 比 如 ， 早 在 公元 前 人 们 就 提出 “素数 有 无 穷 多 ”这 一 猜 
想 。 古 希腊 数学 家 欧 几 里 得 用 反 证 法 证 明了 这 个 问题 。 事 实 上 ， 
假定 素数 只 有 有 限 个 ， 如 有 个: Pl，P，,，…，P,。 这 样 ， 
PiP2…Pe+l 一 定 可 分 解 为 某 些 素数 的 乘积 ， 如 分 解 为 PP， 
PP 就 是 说 PP，… P， 二 1 可 被 Pi, P,，,… PP 整除， 即 M= 
-计生 一下 是 整数 。 又 由 于 PiP…P, 是 所 求 素数 之 积 ， 故 

elie2 et 
PiP,*…P, 定 被 P,P,,… PP 整除 。 但 是 ， 

a a WE 2 
PoiPo**Pes: PiPoy***Ps PP Pe:® 

因为 等 式 右 端 第 一 项 是 整数 ， 第 二 项 不 是 整数 ， 故 M 不 是 整 
数 。 这 就 与 前 面 说 M 是 整数 矛盾 ， 从 而 证 明了 原 假定 是 错误 
的 ， 亦 即 证 明了 “素数 有 无 穷 多 ”这 一 猜想 是 正确 的 。 

又 比如 ,，“ 欧 氏 第 五 公设 是 可 证 的 ”这 一 数学 猜想 也 是 巧妙 
地 运用 反 证 法 解决 的 。 下 面 ， 我 们 就 来 分 析 一 下 这 一 历史 过 程 。 

早 在 公元 前 3 世纪 ， 古 希腊 数学 家 欧 几 里 得 等 ， 在 系统 地 总 
结 了 古代 人 们 在 长 期 实践 中 积累 起 来 的 数学 知识 的 基础 上， 完成 
了 数学 巨著 《几何 原本 》。《 几 何 原本 》 把 公认 的 一 些 事实 列 为 二 
十 三 个 定义 、 五 个 公设 和 五 个 公理 ， 并 以 此 为 前 提 ， 用 演绎 推理 
的 方法 证 得 了 一 系列 定理 ， 从 而 形成 了 世界 上 最 早 的 一 部 公理 化 
数学 著作 。 它 是 数学 发 展 史 上 的 一 项 重大 成 果 。 然 而 ， 在 开始 以 
及 以 后 相当 长 的 时 间 里 ， 人 们 对 其 中 作为 推理 前 提 的 “第 五 公 
设 "@ 是 有 怀疑 的 。 因 为 公设 或 公理 一 般 说 来 是 通过 实践 反复 证 


QD ” 欧 氏 第 五 公设 的 内 容 是 : 若 两 条 直线 与 第 三 条 直线 相交 ， 且 在 同 -- 个 侧 所 构 
成 的 两 个 同 侧 内 角 之 和 小 于 二 直角 ， 则 把 这 两 条 直线 向 这 一 侧 适 当 延 长 之 后 一 定 相 
交 s 
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明了 的 公认 事实 ， 具 有 “自明 性 "， 所 以 就 表现 为 在 数学 上 不 加 
证 明 也 无 法 证 明 的 东西 。 而 “第 五 公设 ”看 起 来 比较 复杂 ， 不 像 
其 他 公设 、 公 理 那 样 便于 在 实践 中 直接 检验 和 不 证 自明 ， 加 之 
《几何 原本 》 中 的 前 二 十 八 个 命题 的 证 明 均 未 用 到 它 。 这 些 都 促 
使 人 们 考虑 : “第 五 公设 ”是 否 不 是 “公设 ”而 是 可 以 给 出 数学 
证 明 的 “定理 ”? 于 是 ， 人 们 就 提出 了 “ 欧 氏 第 五 公设 可 证 ?” 这 
样 一 个 数学 猜想 ， 并 有 许 许多 多 的 数学 家 参与 了 试 证 工作 。 但 
是 ， 结 果 都 失败 了 。 一 直到 19 世纪 初 ， 人 们 从 屡屡 的 失败 中 渐 
渐 得 到 启示 ， 进 而 考虑 : 欧 氏 第 五 公设 是 否 不 可 证 ?如 果 从 理论 
上 证 明 欧 氏 第 五 公设 不 可 证 ， 那 么 数学 家 为 之 奋斗 二 干 多 年 的 试 
证 工作 不 就 得 到 结果 了 吗 ? 这样， 人 们 便 开始 从 原来 试 证 “可 
证 ”转向 “不 可 证 ”这 一 命题 。 或 者 说 ， 为 了 解决 “ 欧 氏 第 五 公 
设 可 证 ”这 一 猜想 又 进而 提出 和 试 证 “ 欧 氏 第 五 公设 不 可 证 ”这 
样 一 个 新 的 猜想 。 

19 世纪 20 年 代 ， 德 国 的 高 斯 (C.F.Gauss, 1777 一 1855), 俄 
国 的 罗 巴 切 夫 斯 基 (H. 了 .JIo6ageBckn，1792 一 1856) 和 匈牙利 
的 亚 , 鲍 耶 〈J.Bolyai，1802 一 1860) 这 三 位 数学 家 ， 在 不 同 的 国 
度 里 ， 几 乎 同时 对 这 一 新 的 “不 可 证 ”猜想 进行 了 深入 的 研究 ， 
并 以 各 自 独特 的 方式 ， 巧 妙 地 运用 反 证 法 证 明了 它 。 这 里 ， 仅 就 
罗 巴 切 夫 斯 基 证 明 此 猜想 的 基本 思想 来 说 明 问 题 的 实质 。 

1826 年 2 月 23 日 ， 罗 巴 切 夫 斯 基 在 喀 山 大 学 物理 数学 系 的 
学 术 会 议 上 宣读 了 他 关于 平行 线 理论 的 论文 《几何 学 原理 扼要 盖 
释 及 平行 线 定理 的 严格 证 明 》， 证 明了 “ 欧 氏 第 五 公设 不 可 证 ” 
这 一 猜想 是 正确 的 。 正 如 他 在 1835 年 发 表 的 《新 几何 原本 》 中 
所 说 的 那样 : “大 家 知道 ， 直 到 今天 为 止 ， 几 何 学 中 的 平行 线 理 
论 还 是 不 完全 的 。 从 欧 几 里 得 时 代 起 ， 两 干 多 年 的 枉然 努力 ， 使 
我 们 不 得 不 怀疑 ， 人 们 要 证 明 的 这 个 真理 ， 还 不 能 由 原 有 概念 中 
推出 ， 类 似 于 物理 定律 ， 只 有 经 验 ， 例 如 天 文 观测 ， 才 能 验证 
它 。 我 的 猜测 的 正确 性 已 经 得 到 证 实 ， 我 认为 最 困难 的 这 个 问题 
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完全 得 到 了 解决 ， 我 在 1826 年 谈 到 了 这 个 论证 .”@ 那么 ， 罗 巴 
切 夫 斯 基 到 底 是 怎样 证 明 的 呢 ? 概 括 地 说 ， 就 是 用 反 证 法 证 明 
的 。 事实 上 ， 他 的 证 法 大 体 分 为 三 步 ， 

第 一 ， 以 《几何 原本 》 中 的 定义 、 公 理 、 公 设 (不 包括 第 五 
公设 ) 以 及 与 第 五 公设 无 关 的 定理 (如 《几何 原本 》 中 的 前 28 
个 命题 ) 为 基础 ， 作 成 一 个 基本 的 公理 系统 ， 并 假定 第 五 公设 是 
这 个 公理 系统 的 推论 ; 

第 二 ， 否 定 第 五 公设 ， 并 给 出 其 否 命 题 , “过 已 知 直线 外 一 
点 ， 至 少 可 以 引 两 条 直线 与 已 知 直线 不 相交 ”"， 同 时 将 此 否 命题 
加 入 上 述 基 本 公理 系统 中 去 ， 作 成 一 个 扩大 了 的 公理 系统 ， 那 
么 ， 这 个 扩大 的 公理 系统 中 必然 会 有 互相 矛盾 的 命题 出 现 (如 第 
五 公设 与 它 的 否 命题 就 是 其 中 的 一 对 矛盾 ); 

第 三 ， 证 明 这 个 扩大 的 公理 系统 中 没有 矛盾 。 

这 三 步 恰 好 体现 了 反 证 法 。 因 为 在 作出 基本 公理 系统 后 ， 假 
定 第 五 公设 是 这 个 系统 的 推论 ， 也 就 是 令 “ 欧 氏 第 五 公设 可 证 ”， 
这 显然 是 对 “ 欧 氏 第 五 公设 不 可 证 ”这 一 待 证 结论 的 和 否定。 由 此 
出 发 又 得 出 在 扩大 的 公理 系统 中 ， 必 然 存在 矛盾 的 结论 。 但 是 ， 
在 这 种 假定 条 件 下 的 逻辑 推演 , “其 结果 没有 得 到 任何 矛盾 "。 于 
是 ， 就 出 现 了 “必然 存在 矛 慎 ”但 又 “得 不 到 矛盾 ”这 样 一 个 
政 盾 "。 这 只 能 说 明 原来 假定 “ 欧 氏 第 五 公设 可 证 ”是 不 正确 
的 ， 因 而 “ 欧 氏 第 五 公设 不 可 证 ”这 一 猜想 是 正确 的 。 正 因为 在 
扩大 的 公理 系统 中 推 不 出 矛盾 ， 所 以 在 证 明 的 过 程 中 便 形 成 了 一 
整套 系统 的 逻辑 上 无 矛盾 的 几何 理论 ， 即 非 欧 几 何 学 。 

这 里 ， 还 应 强调 指出 的 是 ， 如 果 说 ， 欧 氏 几 何 是 以 归纳 为 开 
端 ， 演 绎 为 手段 ， 构 造 其 理论 体系 ， 充 分 体现 了 归纳 法 的 创造 性 
功能 ， 那 么 非 欧 几何 却 是 同时 以 演绎 法 为 开端 和 手段 ， 建 立 起 来 


QD 转 引 自 A' 开 :诺尔 金 : 《几何 学 基础 )， 国 立 技术 出 版 社 ， 1956 年 版 ， 第 61 
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的 理论 体系 ， 深 刻 反 映 了 演绎 法 也 能 开辟 数学 新 天 地 。 这 一 事 
实 ， 有 力 地 说 明了 过 去 人 们 对 演绎 法 作用 的 传统 看 法 是 有 局 限 性 
的 。 过 去 有 人 认为 ， 归 纳 法 能 够 “促成 知识 的 真正 进步 ",， “富有 
创造 性 功能 ”， 而 演绎 法 “只 能 扩大 已 有 的 理论 成 果 ”"， “不 可 能 
导出 新 的 概括 "，“ 不 可 能 在 科学 上 作出 较 大 的 进展 "， 一 句 话 ， 
就 是 没有 开辟 新 领域 的 作用 。 事 实证 明 这 种 看 法 是 不 符合 实际 
的 ， 是 片面 的 。 

判定 数学 猜想 的 真 伪 性 ， 除 上 述 四 种 途径 以 外 ， 还 有 机 器 证 
明 〈 详 见 本 书 第 五 章 ) 以 及 运用 各 种 常规 方法 等 。 当 某 猜 想 长 久 
得 不 到 解决 ， 人 们 还 往往 采取 先进 行 能 行 性 分 析 ， 如 果断 定 是 
“不 可 判定 性 ”的 ， 则 另 寻 新 方法 ， 开 辟 新 领域 ， 以 求解 决 之 。 
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一 一 数学 猜想 的 艰难 性 


在 本 书 的 前 言 中 ， 我 们 就 谈 到 了 数学 猜想 一 般 说 来 是 一 时 解 
决 不 了 的 数学 难题 ， 就 是 说 ， 它 具有 明显 的 艰难 性 。 这 种 艰难 
性 ， 主 要 表现 在 以 下 三 个 方面 。 


(一 ) 有 一 个 逐步 完善 的 过 程 


数学 研究 的 实际 表明 ， 数 学 猜想 与 其 他 任何 数学 问题 的 提出 
一 样 ， 并 非 一 帆 风 顺 ， 往 往 要 经 过 一 个 酝酿 、 萌 发 、 修 改 和 完善 
的 过 程 。 现 以 凸 多 面体 的 面 数 (下)、 顶 点 数 (V) 与 棱 数 (下 ) 的 关 
系 公式 ; F+ V=E+2 的 提出 为 例子 以 说 明 。 

我 们 首先 选择 一 些 个 别 的 多 面体 ，(1) 三 棱锥 ， (2) 立方 
体 ，(3) 五 楼 台 ，(4) 八 面体 ，(5) 十 二 面体 ，(6) 二 十 面体 ， 
(7) 塔 顶 体 ，(8) 截 角 立 方 体 ，(9) 截 角 五 棱柱 。 

然后 ， 数 清 它 们 各 自 的 面 数 (FF)， 顶 点 数 (V)， 和 棱 数 
(上 )， 并 列 出 下 表 ( 见 下 页 )。 

现在 ， 我 们 来 观察 一 下 此 表 中 的 各 数字 ， 看 它们 之 间 有 何 带 
有 规律 性 的 关系 ?开始 时 ， 不 易 一 下 子 看 出 什么 ， 只 好 试 考虑 一 
些 可 能 。 比 如 ，V 是 否 随 F 的 增加 而 增加 ? 仔细 观察 可 看 出 ， 
表 中 的 (1)、(2)、(3)， 依 次 确 有 这 种 趋势 ， 即 下 数 为 4>6->7， 
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则 VV 数 为 4>8 一 10。 但 再 看 (4) 与 (7)， 却 出 现下 增加 了 , 但 V 
并 没有 增加 ， 故 此 种 可 能 不 成 立 。 又 比如 ，E 是 否 随 下 或 Y 的 
增 大 而 增加 ? 观察 后 可 发 现 : 从 (7) 到 (8)，V 是 从 9 到 110, 但 
EE 却 是 从 16 到 15， 前 者 增加 了 ， 而 后 者 却 减少 了 ; 从 (3) 到 
(4), 下 从 7 到 8, 但 E 却 是 从 15 到 12， 前 者 增加 了 ， 而 后 者 
却 减少 了 ， 故 这 种 可 能 也 不 成 立 。 那 么 ， 到 底 下 ，V， 互 这 三 者 
的 关系 有 何 规律 呢 ?” 再 仔细 观察 ， 就 可 以 发 现 ，E 总 是 随 F+ V 
的 增加 而 增加 的 ， 并 通过 计算 可 知 ， 这 个 增加 的 具体 公式 是 ， 下 
+ V=E+2。 于 是 ,我们 可 以 运用 归纳 法 提出 猜想 .一切 多 面 
体 的 面 数 (F)、 顶 点 数 (了 ) 与 棱 数 ( 环 ) 的 关系 均 为 : 下 + V=EEt+ 
2。 


多 面 体 | 面 数 (F) 顶点 数 (V) 棱 数 (E) 
下 | | 
a i 
(1) | 三 楼 锥 4 4 | 6 
(2) | 立 方 体 6 8 12 
(3) | 五 棱 人 台 7 10 一 15 
(4) 1 八 面 体 8 6 12 
体 
体 
体 
截 角 立方 体 
截 角 五 棱柱 


一 个 猜想 提出 后 ， 人 们 总 是 要 考虑 :， 这 一 猜想 是 否 理想 ? 就 
是 说 ， 是 否 存在 一 些 很 容易 就 发 现 的 相反 的 情形 ”如 果 存 在 ， 就 
应 对 原 提出 的 猜想 进行 修改 ， 使 之 更 加 完善 。 为 此 ， 我 们 再 来 进 
行 一 些 检 验 。 | 

我 们 依据 这 个 想法 ， 可 找到 一 个 镰 嵌 画 的 框架 状 多 面体 。 取 
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.一 条 三 棱 形 的 杆 ， 把 它 分 割 成 四 段 ， 把 它 装 配 成 一 个 框架 状 多 面 
体 ， 并 假设 这 个 框架 是 放置 在 平板 上 的 。 先 计算 棱 数 ， 水 平 楼 数 
有 4x3=12， 不 水 平 的 棱 数 也 有 4x3= 12， 所 以 总 数 下 =12+ 
12=24。 再 计算 面 和 顶点 数 ， 我 们 发 现 F=4x3=12, 而 且 V 
=4X3=12。 绪 果 ， 下 + V=24 与 +2=26 不 相等 ， 即 对 这 个 
多 面 来 说 ， 上 述 猜 想 并 不 成 立 。 前 面 讨论 的 多 面体 与 这 种 多 面体 
有 什么 不 同 呢 ? 根本 区 别 在 于 前 者 是 凸 多 面体 ， 而 后 者 是 非 凸 多 
面体 。 因 此 ， 我 们 只 好 把 原来 的 猜想 加 以 限制 ， 改 为 : 一 切 凸 多 
面体 的 面 数 (FE)、 顶 点 数 (V) 与 楼 数 ( 巨 ) 的 关系 为 下 + 了 = 五 + 
2。 这 一 猜想 实际 上 是 著名 数学 家 欧 拉 提 出 的 ， 所 以 有 时 被 人 们 
称 为 “ 欧 拉 公 式 ”。 

总 之 ， 一 个 好 的 数学 猜想 的 提出 确 是 不 容易 的 ， 它 不 仅 要 求 
提出 者 具有 雄厚 的 数学 基础 知识 和 较 高 的 分 析 洞 察 能 力 ， 而 且 要 
求 提出 者 还 要 深思 熟 虚 、 不 厌 其 烦 地 检验 与 修改 ， 使 其 不 断 完 
善 。 数 学 史上 一 些 重大 的 数学 猜想 ， 为 什么 大 部 分 出 自 大 数学 家 
之 手 ， 原 因 也 就 在 这 里 。 


(二 ) 时 间 长 与 途径 曲折 


数学 发 展 史 表明 ， 数 学 猜想 尤其 是 一 些 重大 数学 猜想 的 研讨 
和 解决 ， 是 极其 困难 的 ， 其 主要 表明 有 二 个 方面 。 


1. 时 间 长 


历史 表明 ， 数 学 猜想 的 解决 ， 有 的 需要 几 年 、 十 几 年 ， 也 有 
的 需要 几 十 年 、 几 百年 的 ， 还 有 的 需要 一 千年 、 两 千年 ……。 人 比 
如 ， 魏 尔 猜想 自 1949 年 提出 到 1974 年 德 利 涅 证 明 是 正确 的 ， 经 
过 了 25 年 ; 欧 德 斯 猜想 自 1950 年 提出 至 今 已 经 过 36 年 尚未 解 
决 ; 勒 黑 猜 想 自 1932 年 提出 至 今 已 经 过 54 年 尚未 解决 ; 泰 特 猜 
想 自 19 世纪 末 提 出 到 1946 年 托 特 举 出 反例 否定 了 它 ， 经 过 了 近 
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50 年 ; 费 尔 马 猜想 自 1664 年 提出 到 1732 年 欧 拉 举 出 反例 否定 
了 它 ， 经 过 了 68 年 ; 连续 统 假设 自 1882 年 由 康 托 尔 提出 至 今 经 
过 104 年 尚未 解决 ， 歼 曼 于 1859 年 提出 六 个 猜想 ， 第 一 、 第 三 、 
第 四 个 由 哈达 玛 于 1892 年 解决 ， 经 过 了 33 年 ， 第 二 、 第 六 个 由 
曼 高 尔 特 于 1894 年 解决 经 过 了 35 年 ; 第 五 个 至 今 已 有 127 年 尚 
未 解决 ; 四 色 猜 想 自 1840 年 由 莫 比 乌 斯 提出 至 1976 年 由 阿 佩 
尔 、 黑 肯 获 证 ， 经 过 了 136 年 ; 凯特 兰 猜 想 自 1842 年 提出 至 今 
已 有 144 年 尚未 解决 ; 哥 德 巴赫 猜想 自 1742 年 提出 至 今 已 有 
244 年 尚未 解决 ; 默 森 尼 猜想 自 1644 年 提出 至 今 已 有 342 年 尚 
未 解决 ; “ 费 尔 马 大 定理 ” 自 1637 年 提出 至 1994 年 由 维尔 斯 证 
明 ， 经 过 了 357 年 ; “ 欧 氏 第 五 公设 可 证 ”猜想 自古 希腊 提出 后 
到 19 世纪 20 年 代 由 高 斯 、 罗 巴 切 夫 斯 基 、 亚 : 鲍 耶 最 后 解决 ， 
经 过 了 2000 多 年 等 等 。 


2， 途 径 曲 折 


一 个 数学 猜想 从 提出 到 最 后 解决 ， 有 时 即使 由 世界 各 国 优秀 
数学 家 进行 研讨 ， 也 往往 要 经 过 一 个 漫长 而 曲折 的 途径 。 比 如 ， 
著名 的 比 巴 霸 忒 猜想 ， 自 1916 年 提出 后 ， 世 界 各 国 许多 杰出 的 
数学 家 对 它 进 行 了 研究 ， 并 采取 了 不 同 的 途径 ， 发 表 了 大 量 的 著 
作 ， 但 进展 是 相当 缓慢 的 ， 从 下 面 的 逐渐 趋 近 最 后 解决 的 成 果 不 


难看 出 这 一 点 。 
(1) 对 a, 的 检验 的 系列 成 果 是 : 
中 1916 年 ， 比 巴 霸 赫 证 明了 1a,| 志 2; 
1923 年 ， 朗 纳 证 明了 1c3| 委 3 ; 


(D1955 年 ， 卡 拉 贝 贷 安 与 希 佛 证 明了 |a4| 委 4 ; 

@1968 年 ， 佩 德 森 与 身 移 韦 证 明了 |as| 委 6; 

1976 年 ， 佩 德 森 与 希 佛 证 明了 1as| 委 5S; 

(2) 先 证 | oa,1 委 &，(2 =1，2，…)，A 为 常数 ， 然 后 逐步 
改进 并 使 它 趋 于 1， 其 成 果 进 展 是 : 
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中 1916 年 ， 比 巴 霸 赫 证 明了 oo < 
@1925 年 ， 利 特 尔 伍德 证 明了 |a, | 志 en; 


@1945 年 ， 罗 重金 证 明了 |a,| < 字 en; 
-由 1965 年 ， 法 基 列 维 克 证 明了 |a, | 二 1.3586n +1.51; 
1965 年 ,， 米 林 证 明了 |a,|<1.243n; 


@1972 年 ， 菲 尔 杰 拉 尔 德 ” 证 明了 |a,|<1.081n; 
QD1978 年 ， 霍 罗 威 蒋 证 明了 |a, |<1.0657n; 
(3) 对 * 族 中 的 子 族 进行 研究 的 成 果 是 : 


@@ 设 so = |f(z);f(z) € sf(z) = >)yaszn 为 实数 | 则 当 


f(z) € s1 时 ， 有 |a,| 志 nn (n=1,， 2, …); 

@ 设 原点 z=0E€ D， 如 DD 中 任 一 点 子 与 原点 的 连 线 属于 也， 
则 称 D 为 关于 原点 的 星 形 区 域 。 记 f(| >1< 1) 为 1z1<1 关 于 
f(z) 的 映 象 。 

设 = |f(z); f(z) EE s,f(1 zz1<1) 是 关于 原点 的 星 形 区 
域 |, 则 当 f(zx) € s, 时 有 

la,|n (n=1, 2，3, …)。 

@ 如 果 区 域 D 内 任意 两 点 的 连 线 都 属于 DD， 这 时 称 万 为 凸 

设 s = {f(z), f(z) Es,f(I z1<1) 是 凸 形 区 域 ! ， 则 当 
f(z) € s3 时 ， 有 

la, ln (n= 1,2,.…)。 

经 过 68 年 的 相继 努力 ， 最 后 于 1984 年 ， 才 由 路 易 斯 : 德 布 
朗 格 斯 巧妙 地 利用 泛 函 分 析 中 的 算 子 理论 证 明了 比 巴 霸 赫 猜想 是 
正确 的 。 

解决 数学 猜想 不 仅 需 要 多 种 途径 ， 而 且 也 常常 经 历 多 次 反复 
才能 解决 。 比 如 ， 欧 拉 方 阵 猜 想 自 1782 年 提出 到 1959 年 最 后 解 
决 ， 在 这 177 年 中 就 至 少 经 历 过 三 次 较 大 的 反复 。 从 前 面谈 到 的 
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可 知 ， 第 一 次 反复 : 1901 年 彼得 尔 森 用 儿 何 方法 证 明了 n=6 
时 ， 这 一 猜想 是 正确 的 ， 但 1905 年 塔 里 证 明 彼 得 尔 森 的 证 明 是 
错误 的 。 第 二 次 反复 : 1901 年 维尔 尼克 用 代数 方法 证 明 这 一 猜 
想 是 正确 的 ， 但 麦克 尼 许 却 提出 维尔 尼克 的 证 明 是 不 对 的 。 第 三 
次 反复 : 1922 年 麦克 尼 许 用 拓扑 方法 证 明 这 一 猜想 是 正确 的 ， 
但 1942 年 勒 维 却 证 明 麦 克 尼 许 的 证 明 也 是 错误 的 。 一 直到 1959 
年 ， 才 由 玻 色 和 史 里 克 汉 德 举 出 反例 ， 最 后 彻底 否定 了 欧 拉 方 阵 
猜想 。 

又 比如 ，“ 欧 氏 第 五 公设 可 证 ”这 一 猜想 ， 自 公元 前 3 世纪 
提出 后 ， 世 界 各 国 大 量 数学 家 投入 了 这 一 试 证 工作 ， 其 主要 代表 
人 物 有 : 古 希腊 的 波 西 道 尼 (公元 前 1 世纪 )， 和 拜占庭 的 普 洛 克 
尔 (公元 5 世纪 )， 伊 朗 的 纳西 艾 丁 ' 屠 西 (1201 一 1274)， 英 国 
的 瓦 里 斯 (1616 一 1703)， 意 大 利 的 萨 开 里 〈1667 一 1773)， 瑞 士 
的 兰 佩 特 〈1728 一 1777)， 法 国 的 勒 让 德 〈1752 一 1833)， 俄 国 的 
古 利 耶 夫 〈1764 一 1813)， 匈 牙 利 的 法 ' 鲍 耶 ， 德 国 的 须 外 卡尔 特 
(1780 一 1859) 等 等 。 他 们 前 赴 后 继 ， 连 续 作战 ， 付 出 巨大 的 劳 


， 动 ， 有 的 甚至 献 出 毕生 的 精力 ， 但 结果 都 一 一 失败 了 。 他 们 写 出 


大 批 有 关 试 证 欧 氏 第 五 公设 的 书籍 和 文章 ， 据 不 完全 统计 ， 仅 公 
开发 表 的 这 方面 专著 就 有 二 百 五 十 多 部 。 其 中 ， 确 实 给 出 了 许 许 
多 多 证 明 ， 但 仔细 考察 便 可 发 现 ， 不 少 人 在 证 明 的 过 程 中 ， 自 党 
或 不 自觉 地 引用 了 与 欧 氏 第 五 公设 相等 价 的 命题 ， 犯 了 逻辑 循环 
的 错误 。 一 直到 19 世纪 20 年 代 ， 在 总 结 二 千年 失败 教训 的 基础 
上 ， 才 获得 彻底 解决 。 

研讨 数学 猜想 ， 有 时 还 要 创造 出 各 种 新 方法 才能 取得 进展 。 
前 面 讲 到 的 “ 相 邻 平方 数 之 间 至 少 存在 二 个 素数 "， 即 杰 波 夫 猜 
想 的 研究 情况 就 是 如 此 。 为 了 探讨 素数 分 布 的 状况 ， 长 期 以 来 数 
学 家 们 就 在 研究 两 个 相 邻 平方 数 之 间 是 否 存在 素数 ， 存 在 多 少 素 
数 等 问题 。 但 是 ， 由 于 素数 有 无 限 多 个 ， 所 以 对 素数 充分 大 时 的 
情况 就 难以 讨论 ， 研 究 进展 是 十 分 艰难 而 缓慢 的 。 我 们 知道 杰 波 
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夫 猜 想 亦 称 “相继 素 数 善 猜想 "， 这 是 因为 “ 相 邻 平方 数 之 间 至 
少 存在 二 个 素数 ”可 变换 为 “相继 素数 差 ” 问 题 的 讨论 。 事 实 
上 ， 我 们 用 x，Y 表示 实数 ， 考 虑 区 间 [x, x + Y] 是 否 存 在 素 
数 ， 如 果 令 z= n*?，Y=2n+1， 并 说 在 此 区 间 内 至 少 存在 两 个 
素数 ， 那 么 此 问题 就 变 成 为 杰 波 夫 猜 想 了 。 当 x 取 为 第 个 素 
数 P, 时 ， 若 在 区 间 [z, x + Y] 中 存在 素数 ， 则 第 ”+ 1 个 素数 
P。1 必 属于 此 区 间 ， 亦 即 有 
TC Par<Swt YP +t Y, 
所 以 
Pd = Pcs Ys (x*) 
现在 的 问题 是 ，Y 取 何 值 时 在 区 间 [x, x + Y] 中 一 定 存在 素数 ? 
我 们 知道 ， 在 自然 数列 中 ， 可 找到 连续 K 个 合 数 ， 对 这 样 
的 KK， 必 有 P41 一 了 ,之 KK， 这 里 的 KK 可 为 任意 大 。 可 见 ， 如 果 
取 YY 为 一 个 常数 ， 则 它 无 论 为 多 么 大 ,，( * ) 式 都 不 可 能 成 立 。 
那么 ，Y 值 到 底 应 如 何 选取 呢 ? Y 可 取 为 xz 的 增 函 数 。 如 取 Y 
=Z， 即 讨论 在 [z,2z] 区 间 中 是 否 存在 素数 的 问题 。 不 少数 学 
家 对 此 问题 进行 了 研究 ， 并 取得 一 些 成 果 。1845 年 ， 伯 特 兰 
(J.Bertrand) 证 明了 当 6<n<6000000 时 ,， 在 n/2 与 n-2 之 间 
至 少 有 一 个 素数 ， 此 结论 后 人 称 之 为 “ 伯 特 兰 猜想 ”。1854 年 ， 
切 比 雪夫 用 初等 方法 证 明了 伯 特 兰 猜 想 ， 且 证 明了 ， 对 于 每 一 个 
大 于 1/5 的 数 s 而 言 一 定 存在 数 &， 使 得 每 一 个 大 于 或 等 于 & 的 
z， 则 “在 工 与 (1L+86)z 之 间 至 少 存在 一 素数 ”这 一 结论 是 正确 
的 。1888 年 ， 谢 尔 凡 斯 脱 (T.J.Selvester) 将 se 改进 为 
0.16688。1891 年 ， 斯 蒂 尔 克 斯 (T.J.Stielties) 和 遍 思 
(E.Cahen) 证 明 es 可 取 任 意 小 的 正 数 。 从 讨论 中 可 知 ，( * ) 式 
中 Y 的 选取 关键 在 于 Y 与 x 的 相对 大 小 ， 我 们 可 用 Y = ze 来 表 
示 。 当 29=1I 时 ， 就 是 伯 兰 特 猜 想 。 这 样 ， 讨 论 “ 相 继 两 平方 数 


n? 与 (n+1)? 之 间 存 在 素数 ”与 证 明 “9= 二 时 区 间 人 
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zx?] 中 存在 素数 ”是 很 相近 的 。1905 年 ， 马 伦 特 (Maillet) 证 明 
了 至 少 有 一 个 素数 存在 于 两 个 小 于 9:10 的 相继 平方 数 之 间 ， 但 
这 只 是 一 个 个 别 的 事实 。 究 竟 所 有 相继 平方 数 之 间 是 否 都 存在 素 
数 ? 尚 待 解决 ， 问 题 的 关键 在 于 考虑 x 充分 大 时 ，9 取 何 值 可 使 
区 间 [zx,z+ zx? ] 中 有 素数 。 当 个 问题 ， 当 9<1 时 ， 用 初等 方法 
研究 十 分 困难 ， 故 迫使 人 们 用 新 的 方法 来 取得 进展 。 

为 此 ， 人 们 开始 用 解析 方法 来 加 以 研究 。 用 x(x) 表示 不 超 
过 z 的 素数 个 数 ， 则 在 区 间 [zxz，x + Y] 中 的 素数 个 数 便 可 表 
示 为 r(z + Y) - x(xz)。 我 们 可 以 用 复 变 旺 数论 的 方法 将 此 式 
的 讨论 转化 为 对 黎 曼 & 函数 &(s) 的 一 些 性 质 的 研究 。 前 面 已 经 
讲 过 ，1921 年 ， 克 拉 莫 证 明了 在 黎 曼 猜想 正确 的 前 担 下 ， 当 z 
=P,，Yy=P,YzlogP, 时 ， 则 区 间 [x,x + Y] 中 必定 有 素数 存 
在 。1930 年 ， 豪 海 塞 尔 (G.Hoheisel) 证 明了 ， 当 z 充分 大 时 ， 
一 定 存在 一 个 小 于 1 的 6， 使 得 在 区 间 [x,x + x*] 中 必 有 素数 ， 
并 指明 6 = 32999/33000 就 可 以 了 。1933 年 ， 海 伯 伦 
(H.Heilbronn) 证 明了 6 可 以 取 249/250。1936 年 ， 契 达 柯 夫 
(H.P.Zygakof) 证 明了 9 可 以 取 比 3/4 的 任何 数 。1937 年 ， 英 
格 汉 姆 (A.E.Iugham) 证 明了 ， 若 存在 常数 M 与 C， 使 得 对 所 
有 的 实数 :， 下 面 不 等 式 成 立 

(+ :)|< we 

那么 ，9 就 可 以 取 任意 一 个 比 区 4 小 的 数 。1949 年 ， 闵 巩 箱 证 
明了 < 可 以 取 比 15/92 大 的 任何 一 个 实数 ， 从 而 8 可 以 取 大 于 
38/61 的 任意 实数 。1973 年 ， 雷 克 斯 雷 (M.N.Hnxley) 通过 过 
回 的 途径 证 明了 8 可 以 取 大 于 7/12 的 数 。 至 此 ， 用 解析 方法 再 
没有 取得 较 大 的 进展 。 这 样 ， 人 们 便 开 始 考虑 改进 解析 方法 ， 再 
作 进 一 步 的 探讨 。 

后 来 、 人 们 采取 了 解析 方法 与 第 法 相 结合 的 方法 ， 对 相继 素 
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数 差 狂想 进行 研究 。 结果 又 取得 一 些 进展 。1979 年 ， 0 
(H. Iwaniec) 与 认 悦 拉 (M.Jutila)， 把 解析 方法 与 筛 法 结合 起 
来 ， 证 明了 当 9 大 于 13/23 时 ， 区 间 [z,z + x?] 中 定 有 素数 。 
同年 ， 希 恩 -布朗 (D.R.Heath-Brown) 和 因 凡 涅 斯 证 明了 ， 当 
9 大 于 11/20 时 ， 区 间 [x,x + zx?] 中 定 有 素数 。1981 年 ， 楼 世 
拓 、 姚 琦 证 明了 6 可 取 大 于 35/64; 同年 ， 因 凡 涅 斯 证 明了 9 可 
取 大 于 17/31; 1983 年 因 凡 涅 斯 与 品 获 (J.Pintz) 证 明了 9 可 取 
大 于 23/42; 1984 年 ， 楼 世 拓 、 姚 琦 证 明了 9 可 取 大 于 6/11 等 
等 。 

从 上 述 这 一 历史 过 程 ， 我 们 不 难 发 现 ， 像 数学 猜想 这 样 的 数 
学 难题 ， 它 的 研究 进展 直至 最 后 解决 ， 与 改进 研究 方法 有 着 极为 
密切 的 关系 。 方 法 创新 了 ， 研 究 就 取得 新 成 果 。 而 方法 的 创新 ， 
又 是 一 件 很 不 容易 的 事 。 这 正 是 数学 猜想 艰难 性 的 一 种 重要 表 
现 。 

此 外 ， 数 学 猜想 的 艰难 性 ， 也 还 表现 在 一 些 重大 的 数学 猜 
想 ， 虽 出 自 杰 出 数学 家 “数学 天 才 ” 之 手 ， 也 有 时 是 错误 的 。 比 
如 ，19 世纪 欧洲 数学 权威 高 斯 曾 提 出 一 个 猜想 ， 素 数 分 布 函数 
x(x) 与 对 数 积分 函数 Li(x) 之 差 为 定 号 ， 即 Li(z)— x(z)> 
0 。 然 而 ， 后 来 列 特 虎 得 (Littlewod) 却 于 1914 年 ， 证 得 了 ， 
当 z 充分 大 后 ,Li(x) 与 r(z) 之 差 的 符号 无 限 次 改变 。 这 样 ， 
便 以 这 个 事实 否定 了 高 斯 的 上 述 狂想。 此外， 前面 提 到 的 费 尔 马 
和 猜想 、 欧 拉 方 阵 猜 想 等 ， 虽 都 是 像 费 尔 马 、 欧 拉 这 样 的 数学 权威 
提出 来 的 ， 但 结果 却 被 后 来 人 们 所 否定 。 由 此 可 见 ， 再 优秀 的 数 
学 家 所 提出 的 猜想 也 可 能 是 错误 的 。 


(三 ) 有 时 得 不 到 多 数 人 的 承认 


数学 猜想 的 艰难 性 ， 不 仅 表现 在 提出 和 研讨 之 中 ， 而 且 也 表 
现在 取得 研究 成 果 后 ， 有 时 得 不 到 多 数 人 的 承认 ， 甚 至 章 到 一 些 
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人 的 排斥 、 反 对 和 攻击 。 这 里 ， 我 们 列举 数学 发 展 史 上 的 二 个 事 
例 ， 来 具体 说 明 这 一 点 。 

其 一 ， 作 为 “ 欧 氏 第 五 公设 可 证 ”这 一 数学 猜想 研究 成 果 的 
非 欧 几何 理论 ， 曾 遭 到 传统 观念 的 强烈 抵制 。 

由 于 非 欧 几何 无 论 是 理论 本 身 还 是 建立 理论 的 途径 ， 都 与 传 
统 观念 格格 不 入 ， 而 罗 巴 切 夫 斯 基 运 用 反 证 法 论证 平行 理论 的 技 
巧 又 是 相当 高 超 的 ， 思 想 是 极其 深刻 的 ， 致 使 当时 许多 数学 家 不 
理解 ; 加 之 他 所 提出 的 这 些 新 理论 ， 当 时 没有 在 实践 中 检验 和 应 
用 ， 因 此 ， 在 相当 长 的 一 段 时 间 里 ， 未 得 到 多 数 人 的 承认 ， 其 至 
遭 到 了 传统 观念 的 非 难 和 阻挠 。1826 年 ， 罗 巴 切 夫 斯 基 在 俄国 
喀 山 大 学 宣读 了 他 关于 非 欧 几何 的 研究 报告 ， 当 时 该 校 的 学 术 委 
员 会 根本 不 重视 ， 不 仅 不 予以 认真 审查 和 发 表 ， 而 且 还 把 论文 原 
稿 给 弄 委 了 。1829 年 ， 他 在 《 喀 山 通报 》 上 发 表 了 关于 非 欧 几 
何 的 论文 。 这 时 ， 俄 国 科学 院 委托 当时 著名 数学 家 奥 斯 特 洛 格拉 
德 斯 基 来 审查 这 篇 论文 ， 可 是 ， 这 位 数学 权威 根本 不 理解 罗 巴 切 
夫 斯 基 的 新 几何 理论 ， 认 为 罗氏 的 著作 “不 值得 科学 院 注意 "， 
因为 它 的 “内 容 平庸 ", “压根 儿 就 是 错误 的 "。(《 祖 国之 子 》 杂志 
还 特意 发 表 了 一 篇 诽谤 罗 巴 切 夫 斯 基 的 文章 ， 嘲 笑 他 “把 荒 劾 当 
作 重 要 的 发 现 ",“ 建 立 起 海 涩 的 、 不 可 解 的 和 神秘 莫 测 的 学 说 "。 
至 于 高 斯 ， 虽 然 较 早 地 致力 于 这 个 问题 的 研究 ， 并 用 反 证 法 推 得 
一 系列 定理 ， 但 由 于 他 届 服 于 传统 观念 的 压力 ， 怕 引起 “总 人 的 
叫喊 ”， 终 生 未 敢 发 表 他 关于 非 欧 几何 的 研究 成 果 。 而 亚 : 鲍 耶 终 
生 从 事 于 非 欧 几何 的 探讨 ， 也 遭 到 了 以 他 父亲 法 * 鲍 耶 为 代表 的 
传统 势力 的 百般 阻拦 。 法 * 鲍 耶 是 匈牙利 有 名 的 数学 家 ， 他 由 于 
试 证 第 五 公设 的 失败 ， 变 得 非常 保守 。 当 他 听 说 正在 大 学 学 习 的 
儿子 亚 : 鲍 耶 要 试 证 第 五 公设 时 ， 立 即 写 信 说 ， 他 熟知 一 切 方法 
直到 尽头 ， 但 没有 一 个 是 成 功 的 。 这 一 工作 埋没 了 他 人 生 的 一 切 
光亮 和 欢乐 。 并 且 深 有 感触 地 劝阻 说 : “ 老 天 啊 ， 希 望 你 放弃 这 
个 问题 ， 因 为 它 也 会 剥夺 你 生活 的 一 切 时 间 、 健 康 、 休 息 ， 一 切 
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幸福 ……”。® 然而 ， 亚 ' 鲍 耶 并 没有 因此 停止 他 的 研究 工作 。 
1825 年 ， 他 写 出 了 关于 非 欧 几何 的 论文 ， 多 次 要 求 发 表 均 被 他 
父亲 压 下 去 了 。 后 来 ， 他 把 论文 寄 给 了 他 的 母校 维也纳 军事 工程 
学 院 某 数 学 教授 ， 但 遗憾 的 是 竟 被 遗失 了 。1831 年 ， 在 亚 : 鲍 了 了 
再 三 请 求 下 ， 法 ' 鲍 耶 同 意 在 他 的 著作 后 面 以 “附录 ”的 形式 发 
表 。 法 * 鲍 耶 把 这 部 著作 寄 给 高 斯 ， 而 高 斯 看 了 亚 . 鲍 耶 的 论文 
后 ， 一 方面 感到 惊奇 ， 另 一 方面 回信 表示 “不 赞成 亚 . 鲍 耶 的 工 
作 "。 困 此， 法. 鲍 耶 更 加 反对 亚 . 鲍 耶 的 这 项 工作 。 最 后 ， 亚 . 鲍 
耶 被 其 父 驱逐 出 家 ， 过 着 十 分 贫寒 的 生活 。 

直到 1854 年 ， 黎 曼 以 “关于 几何 基础 上 所 用 的 假设 ”为 题 
发 表 了 演讲 ， 把 非 欧 几 何 向 前 推进 了 一 步 ， 但 仍 未 得 到 公认 。 
1868 年 ， 意 大 利 数学 家 贝尔 特 拉 米 在 〈 非 欧 几 何 解 释 的 尝试 》 
中 ， 证 明了 非 欧 几何 可 以 在 欧 氏 空间 的 拟 球 曲面 上 得 到 解释 ， 从 
而 它 的 实际 意义 得 到 了 间接 的 说 明 ， 非 欧 几何 的 思想 开始 被 人 们 
所 接受 。 特 别 是 1905 年 以 后 ， 非 欧 几何 在 爱 因 斯 坦 相对 论 、 原 
子 物理 学 及 天 文 观测 中 得 到 检验 和 应 用 ， 人 们 才 确 认 它 是 现实 世 
田中 空间 形式 的 一 种 正确 反映 ， 是 科学 的 几何 理论 。 这 一 事实 充 
分 表明 ， 无 论 是 一 次 数学 方法 上 的 重要 突破 ， 还 是 一 个 新 数学 理 
论 的 发 现 和 最 后 确立 ， 都 不 是 一 帆 风 顺 的 。 

其 二 ， 对 比 巴 霸 赫 猜想 获得 证 明 的 惊人 成 果 ， 在 开始 时 许多 
人 持 怀 疑 态度 ， 作 出 证 明 的 美国 数学 家 德 布朗 格 斯 却 不 得 不 从 苏 
联 寻 找 知音 。 德 布朗 格 斯 在 四 十 多 年 前 曾 发 表 过 错误 的 证 明 ， 从 
那 时 起 ， 数 学 家 们 对 他 一 直 很 冷淡 ， 不 信任 。 他 为 证 明 比 巴 霸 苗 
猜想 ， 穷 想 苦 战 了 7 年 之 久 。 他 本 人 在 回顾 证 明 过 程 时 说 ， 这 是 
一 个 艰难 的 历程 ， 得 不 到 资助 ， 并 受到 严重 的 攻击 。1983 年 5 
月 ， 他 获得 了 成 功 ， 但 他 无 法 在 美国 数学 界 中 找到 一 名 数学 家 愿 
意 看 他 那 350 多 页 的 文稿 。 他 曾 先 后 将 自己 的 文稿 至 少 寄 给 了 十 


QD 转 引 自 B'H' 科 士 青 《几何 学 基础 )， 商 务 印 书馆 ，1957 版 ， 第 37 页 。 
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二 位 数学 家 ， 但 绝 大 多 数 人 没有 看 它 。 据 说 有 一 位 数学 家 开始 认 
真 看 他 的 文稿 ， 但 当 发 现 有 错误 时 ， 就 不 再 往 下 看 了 ， 其 实 这 个 
“小 错误 ”不 影响 证 明 结果 的 正确 性 。 在 美国 得 不 到 支持 的 情况 
下 ， 人 恰巧 他 有 个 访问 苏联 的 机 会 。 在 访问 期 间 ， 他 在 列宁 格 勒 大 
学 向 苏联 的 数学 家 们 报告 了 他 的 研究 成 果 。 开 始 时 ， 苏 联 的 数学 
家 也 不 抱 有 更 大 乐观 态度 ， 但 还 能 认真 地 听取 他 的 报告 。 报 告 共 
五 次 ， 每 次 都 由 下 午 5 时 到 晚上 9 时 ， 有 时 还 更 上 晚 。 经 仔细 审 
查 ， 苏 联 数学 家 肯定 了 他 的 证 明 是 正确 的 。 后 不 久 ， 德 布朗 格 斯 
向 苏联 斯 捷克 洛 夫 数学 研究 所 所 长 、 数 学 权威 杂志 主编 L，D. 
Faddeev 提交 了 12 页 的 预 印 本 。 随 后 ， 苏 联 向 全 世界 数学 家 寄 
发 了 此 预 印 本 。 当 美国 得 知 从 苏联 传 出 来 的 德 布朗 格 斯 解决 比 已 
霸 赫 这 个 世界 难题 消息 之 后 ， 一 些 报刊 如 《纽约 时 报 》、《 科 学 美 
国人 》、《 科 学 杂志 》 等 作 了 醒目 的 报道 。 许 多 科学 家 高 度 评价 德 
布朗 格 斯 的 成 就 ， 说 他 作出 了 “一 项 伟大 的 成 果 ”， “创造 了 惊人 
的 奇迹 ”! 
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九 、 数 学 猜想 的 类 型 、 特 征 与 意义 


从 前 面 的 讨论 中 ， 我 们 可 以 看 到 ， 数 学 猜想 存在 多 种 多 样 的 
表现 形式 ， 并 有 着 许多 鲜明 的 特征 。 为 了 更 深入 地 理解 数学 猜想 
的 思想 实质 ， 根 据 我 们 所 掌握 的 历史 资料 ， 现 就 它 的 类 型 与 特 
征 ， 作 些 初 步 的 分 析 。 


(一 ) 数学 猜想 的 类 型 


1， 存 在 型 猜想 


所 谓 存 在 型 猜想 ， 即 指 内 容 是 讨论 存在 性 问题 的 那些 数学 猜 
想 。 这 一 类 型 的 数学 猜想 ， 按 其 内 容 又 可 分 为 两 种 ， 

(1) 只 讨论 存在 与 否 。 比 如 , “克拉 莫 猜 想 ": 当 z= P,，y 
= PiogP, 时 ， 在 区 间 [z, z + y] 中 必定 有 素数 存在 ; “连续 
统 假设 ": 在 “可 数 ”的 势 与 “连续 统 ” 的 势 之 间 没 有 其 它 的 势 ; 
“ 欧 拉 方 阵 猜 想 * : 半 偶 数 的 方 阵 是 不 存在 的 等 。 

(2) 既 讨 论 存在 与 否 ， 又 指明 其 内 容 或 量 的 关系 。 比 如 ， 
“ 波 文 猜想 ”: 方程 1" +2?+…+mz = (m +1)"， 只 有 正 整 数 
解 n=1，m =2 与 “ 商 高 数 猜想 ”: 对 于 正 整 数 <，5，c， 工 ， 
y，z， 如 果 有 a ?+ 如 = cc， 则 z= y= z=2。 其 中 ， 不 但 肯定 
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方程 存在 正 整数 解 ， 而 且 指明 了 解 就 是 ”=1， 严 =2 与 工 二 二 
z 二 2。 又 比如 ,，“ 巴 切 特 猜想 ”: 对 n=1，2，3,，…， 方程 对 = 
z+y? 二 x"+w? 至 少 有 一 组 XY，y，X， w 的 非 负 整数 解 ; “但 
特 兰 猜想 ": 在 mV/2 与 2-2 (6<n) 之 间 至 少 有 一 个 素数 ;“ 挛 
生 素 数 猜想 "， 挛 生 素数 有 无 穷 多 等 。 其 中 ， 不 仅 肯定 存在 ， 而 
且 还 指明 了 存在 的 数量 。 


2， 规律 型 猜想 


所 谓 规律 型 猜想 ， 即 指 内 容 是 揭示 规律 性 的 那些 数学 猜想 。 
一 类 型 的 数学 猜想 ， 按 其 内 容 又 可 分 为 三 种 
(1) 揭示 某 种 性 质 。 比 如 ，“ 费 尔 马 猜想 ": 当 为 自然 数 


时 ， 形 如 F(n) = 22 + 1 的 数 均 为 素数 ;“ 泰 特 猜想 : 任何 3- 
连通 的 三 次 平面 图 都 是 哈密 尔 顿 的 ; “唯一 分 解 猜 想 ": 仅 当 DD 
=1，2，3，7，11，19，43，67，163 时 ， atbvV-D (a, bo, 
D 为 整数 ，D >0) 可 唯一 分 解 为 一 些 素 数 乘积 等 。 

(2) 揭示 状态 特征 。 比 如 ，“ 茧 加 勤 猜 想 ”: 在 维 空间 中 
的 一 点 集 ， 若 是 n -1 连通 的 紧 致 流 形 ， 则 必定 是 n 维 球 ; “ 场 
站 设置 猜想 ”: 在 平面 上 n 点 连 线 总 长 度 最 短 时 ， 其 连 线 间 的 结 


点 角 和 党 不 小 于 120";“ 黎 曼 猜想 ”: 函数 6(S) 二 让 + 2 i 
... (其 中 $=o+#4 为 复数 ) 的 零点 全 部 落 在 复 平面 的 一 条 直线 
s = 去 上 等 ， 


(3) 揭示 量 的 关系 。 比如 : “ 比 巴 霸 替 猜想 " ; 若 函 数 六 z) 


= = + 刀 ar"(z 为 复 变数 ) 在 其 定义 域 单位 图 内 (1z1<1 
单 值 、 连续 ， 且 当 z=0 时 ， 有 (0) = 0， fF(0) = 1， 则 |ou| 私 
”和 “ 牛 曼 猜想 : 任意 n 个 连续 整数 m+1，m +2,，…， m+ 
nn 总 可 以 重新 排列 成 m+ ，*…，m 十 使 (mm +57) = 1( 
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=1，2，…，7?)， 就 分 别 揭示 了 系数 与 指数 、 整 数 wm + i 与 自 
然 数 7 的 关系 。 


3， 方 法 型 猜想 


所 谓 方法 型 猜想 ， 即 指 内 容 是 阐述 解决 问题 的 方法 与 途径 的 
那些 数学 猜想 。 这 种 猜想 大 都 产生 于 实际 工作 的 需要 之 中 。 比 
如 ，1950 年 ， 作 为 全 国 工业 基地 的 东北 地 区 的 交通 运输 十 分 繁 
忙 。 为 了 合理 运输 ， 节 约 运力 ， 当 时 东北 计 委 会 一 个 专业 运输 小 
组 ， 通 过 学 习 与 钻研 ， 在 进行 实际 调运 方案 的 制订 中 ， 发 现 了 如 
下 规律 : 对 于 只 有 一 个 环 状 的 铁路 线 ， 其 上 只 有 两 个 发 点 及 若干 
个 收 点 的 情况 ， 每 一 发 点 向 两 边 供应 的 最 大 界限 ( 即 分 界线 ) 的 
定 法 应 该 满足 : 顺 时 针 方向 的 运输 线 长 之 和 等 于 道 时 针 方 向 之 运 
输 线 长 之 和 。 

全 + 肪 - 态 + 卫 -= 陡 全 加 长 
其 中 ，C 和 DD 是 分 界 点 。 

实际 问题 往往 多 于 两 个 发 点 。 如 果 有 多 个 发 点 和 多 个 收 点 的 
情况 又 会 怎样 呢 ? 粮食 部 的 同志 在 上 述 特殊 情况 的 基础 上 ， 概 括 
出 一 般 的 方法 ， 并 称 之 为 “图 上 作业 法 ”。 所 谓 图 上 作业 法 ， 就 
是 在 交通 图 上 进行 的 吨公里 数 (这 里 假定 重量 单位 为 吨 ， 距 离 单 
位 为 公里 ) 为 最 小 。 使 之 吨公里 数 最 小 的 运行 方案 就 叫做 “最 好 
方案 "。 为 了 叙述 图 上 作业 法 ， 我 们 先 介绍 几 个 基本 概念 。 

对 流 : 在 一 段 路 线 上 同时 有 两 个 相反 方向 的 调运 ; 

流向 图 : 在 编造 调运 方案 之 前 ， 先 给 出 它 的 交通 图 ， 并 用 两 
种 记号 标 出 收 、 发 点 ， 把 需要 调 进 与 调 出 的 数字 以 及 相 邻 两 点 间 
的 距离 数 都 在 旁边 标 出 来 。 将 发 点 调 往 收 点 的 物资 数 ， 在 路 线 的 
右 侧 按 前 进 方向 绘 上 一 个 流向 。 当 收发 点 间 需 要 调 出 和 调 进 平衡 
时 ， 就 得 到 一 个 流向 图 。 

在 流向 图 中 ， 有 些 流向 是 在 圈 的 外 面 ， 也 有 些 流向 是 在 图 的 
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里 面 。 在 圈 外 面 的 流向 称 为 “外 圈 流 向 "， 在 圈 里 面 的 流向 称 为 
“内 图 流向 "。 各 个 外 图 流向 长 之 和 叫做 “外 图 之 长 "， 各 个 内 图 
流向 长 之 和 叫做 “内 圈 之 长 ”。 

对 于 一 个 圈 的 交通 图 ， 它 的 流向 图 所 确定 的 调运 方案 是 最 好 
的 充分 必要 条 件 是 ; 它 的 流向 图 上 没有 对 流 ， 而 且 内 圈 之 长 和 外 
圈 之 长 都 不 大 于 整个 圈 长 的 一 半 。 

在 上 述 结论 未 获 理论 证 明之 前 ， 就 运用 它 来 确定 调运 方案 ， 
并 认定 是 最 好 方案 ， 显 然 这 一 做 法 是 具有 经 验 性 质 的 ， 或 者 说 仅 
仅 是 一 个 “猜想 *。1958 年 ， 中 国 科学 院 数学 研究 所 运筹 学 研究 
室 的 同志 们 ， 终 于 从 理论 上 严格 证 明了 按 上 述 方法 所 规定 的 调运 
方案 一 定 是 最 好 方案 。 这 样 一 来 ， 图 上 作业 法 就 成 为 完全 可 靠 的 
科学 方法 了 。 

此 外 ， 在 最 优化 的 研究 中 ， 出 现 了 各 种 各 样 的 算法 ， 其 中 有 
此 算法 在 相当 长 的 时 间 内 给 不 出 理论 上 的 证 明 。 在 没有 给 出 理论 
证 明之 前 的 那些 算法 ， 实 质 上 都 是 “猜想 。 


(二 ) 数学 猜想 的 特征 


关于 数学 猜想 的 特征 ， 在 本 书 的 第 八 部 分 中 ， 已 经 详细 地 分 
析 了 它 的 艰难 性 。 这 里 ， 我 们 再 来 讨论 它 的 其 它 特征 。 


1 真 伪 的 待定 性 


数学 猜想 既然 是 根据 某 些 已 知事 实 材 料 与 数学 知识 ， 对 未 知 
量 及 其 关系 所 作出 的 一 种 预测 性 的 推断 ， 那 么 它 必然 具有 两 个 显 
著 的 特点 : 一 是 具有 一 定 科学 性 ， 二 是 具有 某 种 假定 性 。 正 是 由 
于 这 两 个 特点 ， 便 决定 了 数学 猜想 是 处 于 孕育 阶段 的 、 尚 待 证 实 
和 公认 的 科学 思想 ， 也 就 是 说 它 必然 表现 出 真 伪 的 待定 性 ， 究 其 
结果 可 能 被 肯定 ， 也 可 能 被 否定 ， 还 可 能 是 不 可 判定 的 。 比 如 ， 
1926 年 ， 德 国 数 学 家 范 德 巨 尔 登 (Van der Waerden) 提出 猜想 : 
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设 4A 是 zxza 和 矩阵 ， 矩阵 元 为 ai (i=1, 2; ,nn， J=1, 2， 
…n)， 则 A 的 正 项 行列 式 (Permanent) Per (A) 定义 为 
Per(A) 一 Dyas(1) a (2)…a。 s(n) 
ES 


其 中 ，S, 表示 =” 个 符号 的 对 称 群 。 这 一 猜想 ， 引 起 了 不 少数 学 
家 的 兴趣 ， 并 对 此 进行 了 探讨 与 研究 。 但 50 多 年 来 没有 取得 突 
破 性 的 进展 ， 直 到 1979 年 与 1980 年 ， 苏 联 数学 家 费 里 克 曼 和 埃 
姜 伊 夫 证 明 是 正确 的 ， 从 而 肯定 了 这 个 猜想 。 这 是 被 肯定 的 。 还 
有 被 否定 的 ， 比 如 ， 前 面 讲 到 的 “ 费 尔 马 猜想 *、“ 欧 拉 方 阵 猜 
想 ” 与 “ 泰 特 猜 想 ” 等 ， 最 后 都 被 否定 了 。 

数学 猜想 中 可 能 被 肯定 和 否定 的 以 外 ， 还 有 不 可 判定 的 。 比 
如 ， 前 面 提 到 的 “连续 统 假设 ”就 属于 这 一 类 。 事 实 上 ，1882 
年 ， 康 托 尔 提出 : 在 “可 数 ” 的 势 与 “连续 统 ” 的 势 之 间 没 有 其 
它 的 势 。1938 年 ， 哥 德尔 证 明了 由 ZFC 公理 系统 推 不 出 连续 统 
假设 的 否定 式 。1963 年 ， 柯 恩 又 证 明了 ZFC 公理 系统 推 不 出 连 
续 统 假设 。 这 两 个 结论 即 证 明了 连续 统 假设 在 ZFC 公理 系统 中 
是 不 可 判定 的 命题 。 就 是 说 ， 连 续 统 假设 在 ZFC 公理 系统 中 ， 
既 无 法 判定 是 真 ， 亦 无 法 判定 是 假 ， 只 有 开辟 新 的 领域 才能 有 所 
解决 。 


2. 思想 的 创新 性 


数学 猜想 既然 是 对 未 知 量 及 其 关系 的 一 种 预测 性 的 推断 ， 又 
常常 是 科学 理论 的 萌芽 和 胚胎 ， 那 么 它 的 思想 必然 是 具有 创新 性 
的 。“ 创 新 ”是 数学 猜想 的 灵魂 ， 没 有 创新 就 没有 数学 猜想 。 这 
种 创新 首先 表现 在 提出 新 的 见解 上 面 。 比 如 ，“ 欧 氏 第 五 公设 可 
证 ”这 一 数学 猜想 ， 就 提出 了 与 《几何 原本 》 不 同 的 新 观点 。 欧 
氏 第 五 公设 在 《几何 原本 》 中 是 作为 演绎 推理 的 前 提 而 出 现 的 ， 
认为 它 不 需要 也 不 可 能 作出 数学 证 明 。 但 是 ， 上 述 数学 猜想 恰恰 
相反 ， 认 为 它 是 可 以 给 出 数学 证 明 的 ， 不 是 前 提 ， 而 是 结论 ; 不 
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是 公理 ， 而 是 定理 。 这 显然 是 一 种 新 的 见解 ， 也 正 因为 如 此 ， 便 
引起 了 许多 数学 家 的 兴趣 ， 进 行 了 大 量 的 试 证 工作 ， 并 导致 了 非 
欧 几 何 这 一 新 几何 分 支 的 诞生 。 

其 次 ， 数 学 猫 想 的 创新 性 还 表现 在 预见 新 的 事实 上 面 。 比 
如 ， 前 面 讲 过 ， 瑞 士 著名 数学 家 伯 努 利 对 自然 数 平方 的 倒数 这 一 
无 穷 级 数 之 和 ， 长 期 想 求 得 但 一 直 求 不 出 来 ， 深 为 其 艰难 而 感 
叹 。 后 来 ， 欧 拉 对 这 一 难题 进行 了 深入 研讨 ， 他 通过 大 胆 而 巧妙 
的 类 比 ， 提 出 了 “ 亚 =1+ 十 + 二 + …” 这 -数学 狂想。 这 一 铺 
想 即 预见 了 一 个 新 的 事实 ， 即 自然 数 平方 的 倒数 这 一 无 穷 级 数 之 
和 等 于 下 。 后 来 ， 从 理论 上 证 明了 这 一 预见 是 正确 的 。 

第 三 ， 数 学 稍 想 的 创新 性 也 表现 在 揭示 新 的 规律 上 面 。 比 
如 ， 尺 规 作 图 是 几何 学 中 一 个 极为 重要 的 问题 。 在 这 一 问题 的 探 
讨 中 ， 人 们 总 是 力图 弄 清 在 几何 图 形 中 哪些 能 够 用 尺 规 作出 ， 哪 
些 不 能 用 尺 规 作出 ， 即 揭示 和 发 现 其 中 的 规律 性 。 正 是 适应 这 种 
需要 ， 德 国 数学 家 高 斯 提出 猜想 ， 所 有 边 数 等 于 费 尔 马 数 F(n]) 


= 22 + 1 中 素数 的 正 多 边 形 ， 均 可 用 尺 规 作 图 作出 来 。 这 一 猜想 
明确 揭示 了 一 些 特殊 正 多 边 形 是 可 用 尺 规 作出 的 规律 ， 从 而 将 这 
一 问题 的 探讨 向 前 推进 了 一 大 步 。 事 实 上 ， 后 来 高 斯 不 仅 亲 自作 
出 了 一 些 符合 上 述 猜 想 条 件 的 正 多 边 形 (如 正 十 七 边 形 )， 而 且 
还 从 理论 上 证 明了 这 一 猜想 是 正确 的 ， 肯 定 了 这 一 规律 。 


3. 目标 的 具体 性 


数学 猜想 作为 一 种 预测 性 的 推断 ， 必 然 具有 结论 即 探索 目标 
的 具体 性 。 我 们 知道 数学 猜想 中 所 给 出 的 结论 都 是 明确 、 具 体 
的 。 诸 如 , “有 解 ” “无 解 " “可 证 ”“ 不 可 证 ”"、“ 可 作 ”、“ 不 
可 作 ” 等 ， 但 是 ， 一 般 数学 问题 并 非 这 样 明确 、 具 体 。 因 此 ， 与 
一 般 数学 问题 相 比 ， 目 标的 具体 性 是 数学 猜想 的 一 个 明显 特征 。 
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事实 上 ， 无 论 是 哪 种 类 型 的 数学 猜想 ， 都 具有 这 种 具体 性 。 我 们 
先 来 看 存在 型 猜想 。 这 种 猜想 有 时 明确 提出 要 求解 决 的 目标 是 具 
体 的 某 种 对 象 存 在 还 是 不 存在 。 比 如 ，“ 费 尔 马 大 定理 ”这 一 数 
学 猜想 ， 就 明确 指出 要 解决 的 具体 目标 是 当 ”为 大 于 零 的 整数 
时 方程 x" + y"* = z" 不 存在 正 整 数 解 。 这 类 猜想 也 有 时 不 仅 具 体 
指出 这 种 存在 性 ， 而 且 还 指出 存在 的 具体 内 容 或 多 少 。 比 如 ， 柯 
召 一 孙 琦 猜想 ， 就 一 方面 指出 方程 xz* + (zx+1)”+*…+(xz+h)” 
= (xz+ 玉 +1) 存在 解 : (1) 当 n=1，h=1 时 ，xz=1; (2) 当 
n= 二 2，h=1 时 ，x=3; (3) 当 =3，j=2 时 ，z=3。 另 一 方 
面 ， 又 指出 此 方程 再 无 其 它 正 整数 解 。 杰 波 夫 猜 想 则 在 指出 相 邻 
平方 数 之 间 存 在 素数 的 同时 又 具体 指出 至 少 有 2 个 。 

其 次 ， 我 们 来 观察 规律 型 猜想 。 它 的 这 种 具体 性 主要 表现 在 
指明 了 要 解决 的 目标 是 某 种 具体 性 质 、 形 态 特 征 或 量 的 关系 。 像 
前 面 讲 到 的 泰 特 猜 想 、 黎 曼 猜 想 和 比 巴 霸 猜 想 这 三 个 数学 猜想 ， 
就 分 别 反映 了 上 述 三 种 情况 。 

最 后 ， 我 们 再 来 分 析 方 法 型 猜想 。 这 种 猜想 无 不 明确 指出 要 
解决 的 目标 就 是 确定 有 效 的 具体 方法 。 只 要 我 们 仔细 地 考察 一 下 
“图 上 作业 法 ”、“ 场 站 设置 猜想 ”等 方法 型 猜想 产生 过 程 和 内 容 ， 
就 会 清楚 地 看 出 它们 都 是 一 些 为 解决 实际 问题 而 提出 来 的 可 行 途 
径 与 方法 ， 要 解决 的 目标 是 明确 而 具体 的 。 


(三 ) 研讨 数学 猜想 的 重要 意义 


数学 猜想 是 数学 研究 的 一 种 科学 思维 形式 ， 是 解决 数学 理论 
自身 矛盾 和 疑难 问题 的 一 个 有 效 途 径 。 研 讨 它 ， 对 数学 理论 的 发 
展 有 着 极其 重要 的 意义 。 那 么 ， 研 讨 数学 猜想 到 底 有 哪些 重要 意 
义 呢 ? 
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1， 丰 富 数 学 理论 


数学 猜想 ， 作 为 数学 的 一 种 潜在 形态 ， 作 为 数学 理论 的 “ 胚 
胎 '、“ 萌 节 ”， 它 在 建立 、 丰 富 和 发 展 数学 理论 的 过 程 中 ， 必 然 
起 着 “中 介 ” 和 “桥梁 ”的 作用 ， 其 具体 表现 有 以 下 三 个 方面 : 

(1) 假若 某 个 数学 猜想 最 后 被 证 明 是 正确 的 ， 那 么 它 就 转化 
为 数学 理论 ， 从 而 丰富 了 数学 内 容 。 一 般 说 来 ， 数 学 猜想 被 肯定 
之 后 ， 即 成 为 数学 定理 。 这 是 数学 猜想 “中 介 ”"、“ 桥 梁 ” 作 用 的 
最 主要 的 表现 。 比 如 ， 瑞 士 著 名 数学 家 欧 拉 提 出 关于 超越 数 的 猜 
想 :; 备 e， 其 中 底 a 为 代数 数 ， 指 数 8 是 代数 无 理 数 ， 例 如 数 
a 或 or= 守 2 总 是 超越 数 ， 至 少 是 个 无 理 数 。 这 一 猜想 自 18 
世纪 下 半 叶 提出 后 ， 吸 引 了 许多 数学 家 ， 并 力图 证 明之 ， 但 长 期 
没有 获得 解决 。 直 到 1934 年 ， 苏 联 数学 家 盖 尔 方 德 和 德国 数学 
家 施耐德 尔 ， 运 用 抽 屠 原则 ， 委 番 图 通 近 思想 等 ， 分 别 证 明了 这 
一 猜想 是 正确 的 ， 并 从 而 转化 为 数学 定理 。 又 比如 ， 数 学 家 莫 德 
尔 于 1922 年 提出 猜想 : 任 一 不 可 约 、 有 理 系数 的 二 元 多 项 式 ， 
当 它 的 “ 亏 数 ” 大 于 或 等 于 2 时 ， 最 多 只 有 有 限 个 解 。1984 年 ， 
德国 数学 家 弗 尔 廷 斯 证 明了 这 一 猜想 是 对 的 ， 并 从 而 转化 为 数学 
定理 。 

(2) 即使 某 个 数学 猜想 未 获 最 后 解决 ， 但 在 研讨 的 过 程 中 ， 
却 往往 创 造 出 一 些 意 想 不 到 的 理论 成 果 。 比 如 ， 自 1889 年 提出 
“ 黎 曼 猜想 ”后 ， 一 百 多 年 中 ， 虽 然 许多 数学 家 付出 千 辛 万 苦 ， 
但 直至 今日 仍 未 最 后 解决 。 这 是 问题 的 一 个 方面 。 而 另 一 方面 ， 
人 们 却 在 探讨 这 一 猜想 的 过 程 中 ， 尤 其 在 假定 本 猜想 是 正确 的 基 
础 上 ， 获 得 了 一 系列 新 的 重要 结论 。1901 年 ， 冯 : 柯 赫 在 假定 黎 
曼 猜 想 成 立 的 前 提 下 ， 证 明了 最 理想 的 素数 定理 的 误差 各 项 ， 即 
证 明了 

XA(x)+ lir = o(Vzlnz)， 
其 中 r(z) 表示 不 超过 x 的 素数 个 数 ， 
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ZLz = lim | +| a 

im ( 0 a 

特别 应 当 指 出 的 是 ， 本 来 有 些 结论 是 在 黎 曼 猜想 成 立 的 前 提 
下 得 到 的 ， 但 后 来 为 了 使 证 明 严 格 化 ， 却 绕 过 这 一 猜想 得 到 了 最 
后 确定 。 就 是 说 ， 黎 曼 猜 想 有 着 发 现 新 理论 的 功能 。 事 实 上 ， 
1965 年 ， 数 学 家 朋 比 利 在 研讨 哥 德 巴 赫 猜想 过 程 中 ， 采 用 “大 
第 法 ”证 得 了 : 偶数 = (1+3)， 从 而 取得 了 当时 这 项 研究 的 最 
好 成 果 。 但 是 ， 在 假定 黎 曼 猜想 成 立 的 前 担 下 ， 这 一 结果 是 容易 
得 到 的 。 朋 比 利 的 出 色 之 处 正 是 在 于 他 绕 开 黎 曼 猜想 而 证 得 了 这 
一 结果 。 与 当时 许多 数学 家 在 假定 黎 曼 猜想 成 立 条 件 下 得 到 不 少 
结论 但 未 获 证 明 相 比 ， 朋 比 利 的 成 就 就 显得 特别 突出 ， 因 而 得 到 
了 数学 界 的 高 度 评价 ， 并 荣获 了 费 尔 兹 奖 。 

研讨 黎 曼 猜想 的 重要 性 还 在 于 : 如 果 它 被 证 明 是 正确 的 ， 那 
么 至 今 尚 存 的 许多 数学 难题 将 获得 重大 突破 ， 甚 至 迎刃而解 。 像 
前 面 讨论 过 的 杰 波 夫 猜 想 ， 不 少数 学 家 为 证 明 它 ， 特 将 其 转化 为 


“ 当 xz 是 充分 大 的 实数 时 ， 在 x 与 z+ zi 之 间 是 否 一 定 有 素数 ” 
这 样 一 个 问题 ， 并 得 到 了 许 许多 多 成 果 ， 其 中 最 好 的 成 果 是 因 凡 
涅 斯 与 希 思 一 布朗 于 1979 年 得 到 的 “在 z 与 zl/2 之 间 一 定 有 
素数 ”这 一 结论 。 但 是 ， 如 果 假 定 黎 曼 猜想 成 立 ， 那 么 便 可 用 极 
简单 的 方法 证 明 “ 在 x 与 x! ?logzx 之 间 一 定 有 素数 ”这 一 结论 。 

同样 ， 等 差 级 数 中 最 小 素数 问题 的 研究 也 是 如 此 。 假 定 一 个 
等 差 级 数 的 首 项 为 a， 公 差 为 4， 它 的 一 般 项 可 写 为 a+ nd (7 
=1，2，…)。 我 们 来 讨论 ， 当 半 取 多 大 时 ， 可 使 gc + 4d, a+ 
2d，…，a+ nd 中 一 定 有 素数 ?假若 有 这 样 一 个 常数 C， 使 得 
等 差 级 数 中 不 超过 a 的 那些 项 ， 即 |a + la，1=1，2,，…| 中 
一 定 有 素数 ， 那 么 ， 这 里 的 C 越 小 其 结果 也 就 越 好 。1957 年 ， 
我 国 数学 家 潘 承 洞 最 先 确定 出 C 委 5448。1979 年 ， 我 国 数学 家 
陈景润 获得 了 更 进一步 的 成 果 ， 即 得 到 C 和 17。 然 而 ， 如 果 黎 曼 
猜想 是 对 的 ， 那 么 我 们 便 可 得 到 C 的 理想 结果 : C 委 2+ es， 其 
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中 为 任意 小 的 正 数 。 

以 上 讨论 的 是 ， 假 定数 学 猜想 成 立 的 前 提 下 ， 获 得 一 些 重 要 
结果 ， 其 中 有 的 绕 开 此 猜想 而 获 证 ， 也 有 的 等 待 此 猜想 最 后 确证 
后 方 能 取得 突破 。 下 面 我 们 再 来 分 析 另 外 一 种 情况 ， 即 某 数学 猜 
想 未 最 后 解决 ， 但 在 寻 解 过 程 中 ， 却 直接 得 到 一 些 重要 成 果 ， 使 
其 成 为 一 个 “下 人 金 蛋 的 母 鸡 ”"。 就 拿 费 尔 马 大 定理 来 说 ， 为 了 证 
明 它 ， 三 百 多 年 来 ， 许 多 大 数学 家 欧 拉 、 高 斯 、 狄 利克 雷 、 柯 
西 、 库 默 等 ， 都 付出 过 辛勤 的 劳动 ， 在 试 证 的 过 程 中 ， 得 到 一 些 
新 的 成 果 ， 像 库 默 创立 的 理想 数论 ， 不 仅 为 建立 代数 数论 这 一 重 
要 数学 分 支 黄 定 了 基础 ， 而 且 还 成 为 其 它 许多 数学 分 支 的 有 效 工 
有 具 。 

(3) 虽然 某 个 数学 猜想 被 否定 了 ， 但 在 否定 的 过 程 中 ， 却 有 
时 发 现 一 些 其 它 方 面 的 数学 理论 。 前 面 讲 到 过 ,“ 欧 氏 第 五 公设 
可 证 ”这 一 猜想 最 后 被 否定 了 。 但 是 ， 它 的 否 命题 ;“ 欧 氏 第 五 
公设 不 可 证 ” 却 被 证 明 是 正确 的 ， 即 成 为 数学 理论 之 内 容 。 特 别 
应 当 指 出 的 是 ， 在 这 否定 证 明 获 得 成 功 的 同时 ， 奇 妙 地 发 现 并 建 
立 了 一 种 罗 新 的 几何 理论 一 一 非 欧 几何 学 ， 为 几何 学 的 发 展 作出 
了 划时代 的 贡献 。 由 上 可 见 ， 研 讨 数学 猜想 对 丰富 数学 理论 ， 推 
动 数学 发 展 ， 具 有 极其 重要 的 价值 。 


2. 促进 数学 方法 论 的 研究 


研讨 数学 猜想 的 重要 意义 ， 不 仅 表现 在 它 可 以 丰富 数学 理 
论 ， 推 动 数学 科学 的 发 展 ， 而 且 还 表现 在 它 能 够 促进 数学 方法 论 
的 研究 。 

(1) 数学 猜想 作为 一 种 研究 方法 ， 它 本 身 就 是 数学 方法 论 的 
研究 对 象 。 我 们 在 前 面 已 经 系统 地 分 析 了 数学 猜想 的 提出 方法 ， 
判定 途径 ， 以 及 类 型 和 特征 等 。 这 些 内 容 ， 实 际 上 均 属于 数学 方 
法 规律 性 问题 的 探讨 。 就 是 说 ， 这 里 所 概括 出 来 的 方法 、 途 径 、 
类 型 和 特征 等 ， 对 总 结 一 般 科 学 方法 产生 的 条 件 、 发 展 的 途径 、 
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形成 的 类 型 和 呈现 的 特征 ， 有 着 重要 意义 ， 特 别 是 对 创造 性 思维 
方法 的 研究 具有 特殊 的 价值 。 像 提出 数学 猜想 的 变换 条 件 法 与 逐 
级 猜想 法 ， 判 定数 学 猜想 真 伪 性 的 逐次 趋 近 与 命题 转化 等 ， 对 其 
它 科学 方法 规律 的 研究 ， 都 有 直接 参考 作用 。 

(2) 研究 数学 猜想 的 过 程 中 ， 又 创造 许多 新 方法 ， 从 而 丰富 
了 数学 方法 论 的 研究 对 象 。 比 如 ， 关 于 费 尔 马 大 定理 的 证 明 ， 费 
尔 马 本 人 解决 了 n=4 的 情形 ， 实 际 上 他 证 明了 “不 定 方程 x“+ 
y= 二 x?，(xX，y) =1， 没 有 zy 天 0 的 整数 解 ” 这 个 更 强 的 结果 。 
在 其 过 程 中 ， 他 创造 了 “无 穷 递 降 法 "。 这 一 方法 至 今 仍 发 挥 着 
它 的 作用 。 费 尔 马 大 定理 属于 不 定 方程 问题 。 我 们 知道 ， 不 定 方 
程 是 数论 中 一 个 古老 而 重要 的 分 支 ， 两 干 多 年 来 ， 虽然 人 们 取得 
不 少 研究 成 果 ， 但 至 今 尚 未 发 现 更 有 效 的 一 般 方法 。 不 久 前 ， 英 
国 数学 家 贝克 创造 了 “有 效 方法 "， 对 一 大 类 高 次 不 定 方 程 求 出 
了 它们 正 整 数 解 的 上 界 ， 但 对 三 个 变 元 以 上 的 不 定 方程 ， 却 又 无 
能 为 力 了 。 又 比如 ， 在 探讨 哥 德 巴 药 猜想 的 过 程 中 ，1930 年 ， 
史 尼 尔 曼 创造 了 “ 密 率 法 "; 1973 年 ， 陈 景 润 改进 了 古老 的 “第 
法 ”"。 还 比如 ， 人 们 为 解决 “连续 统 假设 ”这 一 数学 猜想 ， 相 继 
创造 了 “可 构成 性 方法 ”与 “ 力 迫 法 ”。 再 比如 ， 在 证 明 “ 四 色 
猜想 ”的 过 程 中 ， 创 造 了 具有 深远 意义 的 机 器 证 明 方 法 等 等 。 

这 里 应 强调 的 是 ， 有 时 数学 猜想 本 身 就 是 数学 方法 ， 它 的 产 
生 自然 会 丰富 数学 方法 论 的 研究 对 象 。 比 如 ， 在 运筹 学 中 有 这 样 
一 个 问题 已 知 平面 上 有 n 个 点 ， 每 个 点 对 应 一 个 重量 ， 今 在 
平面 上 求 一 点 zx， 使 每 个 已 知 点 的 重量 集中 在 z 点 上 的 总 吨 公 
里 数 为 最 小 。 对 这 一 问题 ， 本 世纪 60 年 代 ， 波 兰 数学 家 鲁 卡 雪 
维 奇 从 解 非 线性 方程 组 出 发 提出 一 种 计算 比较 简单 的 迭代 法 。 他 
几 次 实际 应 用 ， 发 现 这 个 方法 都 是 收敛 的 ， 但 未 给 出 证 明 。 在 未 
给 出 证 明之 前 ， 这 种 方法 实质 上 就 是 一 个 “猜想 "。 现 在 已 经 被 
证 明 是 正确 的 。 

(3) 数学 猜想 作为 数学 发 展 的 一 种 重要 形式 ， 它 又 是 科学 假 
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说 在 数学 中 的 具体 表现 ， 并 深刻 反映 了 数学 发 展 的 相对 独立 性 与 
数学 理论 相互 导出 的 合理 性 。 恩 格 斯 指出 : “数学 是 从 人 的 需要 
串 产 生 的 各 但 是 ， 正 如 同 在 其 他 一 切 思维 领域 中 一 样 ， 丛 现 
实 世界 抽象 出 来 的 规律 ， 在 一 定 的 发 展 阶段 上 就 和 现实 世界 脱 
离 ， 并 且 作为 某 种 独立 的 东西 ， 作 为 世界 必须 适应 的 外 来 的 规律 
而 与 现实 世界 相对 立 。” 又 说 :“ 数 学 上 各 种 数量 的 明显 的 相互 导 
出 ， 也 并 不 证 明 它们 的 先 验 的 来 源 ， 而 只 是 证 明 它 们 的 合理 的 相 
互 关系 ".@ 数学 猜想 是 恩格斯 上 述 论 述 的 生动 体现 。 事 实 上 ， 
从 前 面 我 们 考察 与 分 析 的 大 量 事例 中 ， 不 难看 出 ， 数 学 猜想 确 是 
在 数学 发 展 到 积累 了 大 量 资料 ， 需 要 进行 理论 整理 ， 探 索 其 理论 
内 部 的 矛盾 规律 这 一 阶段 上 产生 出 来 的 ， 因 而 大 都 表现 为 命题 
的 逻辑 判断 形式 ， 并 运用 思维 规律 来 判定 其 真 伪 性 。 也 正 是 因为 
数学 发 展 具有 相对 独立 性 ， 数 学 理论 的 相互 导出 具有 合理 性 ， 所 
以 数学 家 从 数学 理论 自身 的 体系 中 提出 一 些 数学 猜想 ， 才 有 其 科 
学 的 预见 性 ， 可 以 吸引 许 许多 多 数学 工作 者 ， 而 且 往往 在 相当 长 
的 时 间 内 还 可 以 成 为 促进 数学 发 展 的 中 心 课 题 ， 其 至 代表 着 数学 
研究 的 方向 。1900 年 ， 德 国 杰出 数学 家 希 尔 伯 特 提出 了 包括 有 
数学 猜想 在 内 的 二 十 三 个 问题 ， 在 一 定 程 度 上 影响 着 20 世纪 以 
来 的 数学 发 展 。 实 际 上 ， 八 十 多 年 来 ， 世 界 各 国 的 大 量 数学 家 被 
其 中 的 一 些 著 名 的 数学 猜想 〈 如 连续 统 假设 、 黎 曼 猜 想 等 ) 所 吸 
引 ， 进 行 了 大 量 的 研究 工作 ， 并 且 常常 把 在 这 些 问题 的 研究 上 是 
否 有 进展 作为 衡量 一 个 数学 家 乃至 一 个 国家 数学 水 平 的 标志 之 
一 ， 作 为 一 种 极 高 的 数学 荣誉 。1976 年 美国 一 些 著名 数学 家 评 
选 1940 年 以 来 数学 十 大 成 就 ， 其 中 有 三 项 就 是 希 尔 伯 特 所 提出 
的 第 一 、 第 五 、 第 十 三 问题 的 解答 ， 第 一 问题 就 是 著名 数学 猜想 
“连续 统 假设 ”"。 伟 大 科学 家 牛顿 深刻 指出 : “没有 大 胆 的 猜测 就 


Q@ 恩格斯 ，( 反 杜 林 论 )， 人 民 出 版 社 ，1970 年 版 ， 第 35 页 。 
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作 不 出 伟大 的 发 现 "。@ 这 是 被 大 量 事实 证 明了 的 一 条 客观 真理 ， 
遵循 这 条 真理 就 可 以 推动 数学 不 断 向 纵深 方面 发 展 。 


3， 推 动 潜 科学 学 的 探讨 


深入 研讨 数学 狂想， 不仅 对 丰富 数学 理论 ， 促 进 数 学 方法 论 
的 研究 有 积极 作用 ， 而 且 对 推动 潜 科 学 学 这 门 新 学 科 的 理论 探讨 
也 有 重要 意义 。 以 潜 科 学 为 研究 对 象 的 潜 科 学 学 ， 是 本 世纪 70 
年 代 末 ， 由 我 国学 者 开创 的 一 门 新 兴 综 合 性 学 科 。 它 以 特有 的 生 
命 力 ， 奖 强 地 发 展 着 ， 必 将 为 丰富 我 国 科 学 学 与 软 科学 的 研究 ， 
创造 独 具 特 色 的 中 国人 的 科学 观 ， 不 断 作出 贡献 。 数 学 是 中 华 民 
族 擅长 的 一 门 学 科 ， 在 研究 和 解决 数学 猜想 方面 ， 我 国 数学 家 有 
着 光荣 的 历史 。 而 数学 猜想 又 是 科学 猜测 这 种 潜 科学 形态 的 主要 
组 成 部 分 ， 因 此 ， 系 统考 察 与 研究 数学 猜想 及 其 思想 方法 ， 对 促 
进 潜 科学 学 理论 的 发 展 具有 特殊 的 价值 。 

(1) 数学 猜想 属于 潜 科学 形态 

数学 同 其 它 科 学 一 样 ， 都 有 一 个 由 “ 潜 ” 到 “ 显 ” 的 发 展 过 
程 。 而 数学 猜想 作为 数学 发 展 的 一 种 形式 ， 它 是 数学 发 展 的 
“ 潜 ” 阶 段 产物 ， 属 于 孕育 中 的 潜 科 学 形态 。 

中 从 数学 猜想 的 待定 性 看 ， 它 具有 潜 科学 特征 。 关 于 数学 猜 
想 具 有 待定 性 ， 我 们 前 面 已 经 讨论 过 了 。 而 待定 性 恰 是 潜 科 学 区 
别 于 显 科 学 的 一 个 基本 特征 ， 因 此 数学 猜想 属于 潜 科学 范畴 。 其 
实 ， 仅 就 名 称 而 言 ， 既 然 叫 “ 猜 想 *， 顾 名 思 义 ， 它 就 具有 待定 
的 意思 ， 从 而 体现 “潜在 ”的 性 质 ，“ 猜 ” 必 “ 洪 ”"”，“ 潜 ”是 
“ 猿 ” 的 本 质 特征 。 关 于 素数 个 数 的 研究 ， 人 们 开始 能 数 出 小 于 
100 的 素数 个 数 ， 后 来 数 出 小 于 1000 的 素数 个 数 ， 小 于 10000 
的 素数 个 数 ，…… 并 列 出 素数 个 数 表 。 约 在 1800 年 ， 高 斯 与 勒 
让 德 通过 对 此 表 的 观察 提出 猜想 ， 比 < 小 的 素数 个 数 副 近 于 zx/ 


QD 引 自 中 弗 里 奇 , 《科学 研究 的 艺术 》， 科 学 出 版 社 ，1979 年 版 ， 第 153 页 。 
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logx， 即 x(x) ~ z/logz 。 从 这 一 狂想 提出 的 过 程 ， 我 们 不 难 
看 出 ， 一 方面 ， 它 是 以 素数 个 数 表 中 的 具体 数据 为 依据 而 提出 
的 ， 故 具有 一 定 科 学 性 ; 另 一 方面 ， 猜 想 中 又 包含 表 中 未 涉及 的 
数 〈 小 于 此 数 的 素数 个 数 )， 加 之 未 有 理论 证 明 ， 故 又 具有 其 假 
定性 。 就 是 说 ， 这 一 猜想 是 一 种 孕育 中 的 数学 思想 ， 具 有 待定 
性 。 约 在 1850 年 ， 切 比 雪夫 对 这 一 猜想 的 研究 取得 部 分 结果 ， 
作出 重大 贡献 。1896 年 ， 阿 达 马 和 普 辛 用 复 变 函数 论 的 方法 ， 
各 自 独 立地 证 明了 这 一 猜想 是 正确 的 ， 并 从 而 获得 了 著名 的 “ 素 
数 定理 ”。 

加 从 数学 猜想 的 创新 性 看 ， 它 具有 潜 科 学 价值 。 我 们 知道 ， 
数学 猜想 的 一 个 突出 特征 是 它 的 创新 性 ， 即 具有 提出 新 见解 、 预 
见 新 事实 、 揭 示 新 规律 的 作用 。 这 些 作 用 正 是 潜 科 学 的 价值 ， 因 
为 科学 的 生命 在 于 创新 ， 在 于 革命 ， 科 学 由 “ 潜 ” 到 “ 显 ” 的 转 
化 过 程 ， 即 是 创新 、 革 命 和 发 展 的 过 程 ， 也 只 有 体现 这 一 过 程 的 
潜 科 学 ， 才 真正 称 得 上 潜 科 学 。 数 论 这 一 重要 数学 分 支 ， 可 以 说 
就 是 在 提出 和 试 证 一 系列 猜想 的 过 程 中 ， 不 断 向 前 发 展 的 。 像 古 
希腊 时 提出 “四 平方 猜想 ”， 每 个 正 整 数 都 是 四 个 或 四 个 以 下 平 
方 数 之 和 ， 后 来 人 们 证 明 它 是 对 的 ， 故 转化 为 “四 平方 定理 ”; 
19 世纪 初 ， 提 出 “高 斯 一 勒 让 德 猜想 ”，19 世纪 末 ， 阿 达 马 和 普 
彦 证 明 这 一 猜想 是 正确 的 ， 从 而 获得 素数 定理 等 ， 这 样 的 事例 在 
数论 发 展 历史 上 是 屡见不鲜 的 。 尤 其 是 关于 素数 的 分 布 和 不 定 方 
程 解 这 两 个 数论 的 古老 问题 ， 一 直 充 满 着 数学 狂想， 有些 解决 
了 ， 也 有 些 至 今 尚 未 解决 ， 并 且 还 在 不 断 提 出 新 的 猜想 。 

数学 猜想 的 潜 科学 价值 ， 还 表现 在 研讨 它 的 过 程 中 有 时 可 以 
创造 出 具有 普遍 意义 的 数学 方法 。 比 如 ， 美 国 数学 家 阿 佩 尔 和 黑 
肯 在 解 关 四 色 猜 想 过 程 中 ， 开 辟 了 机 器 证 明 方 法 应 用 的 广阔 领 
域 。 这 种 方法 不 仅 解 决 了 四 色 和 猜想 ， 而 且 更 为 解决 其 它 一 些 数学 
问题 ， 提 供 了 有 效 的 研究 方法 ， 具 有 深远 的 意义 。 有 人 认为 ， 这 
是 数学 思想 方法 上 的 一 次 重大 变革 。 因 为 过 去 人 们 从 未 想到 机 器 
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可 以 解决 纯 理论 性 质 高 难度 的 定理 证 明 的 问题 ， 或 者 说 ， 从 未 想 
到 机 器 可 以 代替 这 种 创造 性 思维 活动 ， 而 今天 却 成 为 现实 ， 所 以 
它 是 数学 发 展 史上 的 一 个 重大 事件 。 十 多 年 来 ， 我 国 著名 数学 家 
吴 文 俊 ， 先 后 在 初等 几何 定理 的 机 器 证 明和 微分 几何 定理 的 机 器 
证 明 上 ， 取 得 突破 性 的 进展 ， 得 到 了 国际 数学 界 的 好 评 。 

名 从 数学 猜想 的 艰难 性 看 ， 它 是 更 深层 次 的 潜 科 学 思想 。 一 
般 说 来 ， 数 学 猜想 是 数学 上 的 重大 难题 ， 不 是 短 时 间 可 以 解决 
的 。 这 在 一 定 意义 上 说 明 它 是 更 深层 次 的 潜 科 学 思想 。 而 具体 反 
映 这 一 点 的 是 ， 有 的 数学 猜想 是 在 假定 另 一 个 数学 猜想 成 立 的 前 
提 下 提出 来 的 ， 如 果 说 假定 成 立 的 数学 猜想 是 第 一 个 层次 的 潜 科 
学 思想 ， 那 么 以 这 假定 成 立 的 数学 猜想 为 条 件 而 提出 来 的 数学 猜 
想 ， 就 是 第 二 个 或 更 深层 次 的 潜 科 学 思想 了 。 像 前 面 讨论 过 的 = 
生 素数 猜想 、 连 续 统 假设 的 82 个 推论 和 克拉 葛 猜 想 等 ， 都 属于 
此 类 。 

(2) 丰富 潜 科 学 学 研究 的 内 容 

电 丛 中 探讨 潜 科 学 形态 产生 与 演进 的 规律 

潜 科 学 形态 包括 ， 科学 问题 、 科 学 幻想 、 科 学 猜测 、 科 学 悖 
论 、 科 学 经 验 与 科学 蒙 难 等 。 数 学 猜想 是 科学 猜测 在 数学 中 的 具 
体 表现 。 我 们 深入 研究 数学 猜想 ， 考 察 与 分 析 它 提出 与 发 展 的 过 
程 ， 必 然 有 益 于 把 握 科 学 猜测 这 种 潜 科 学 形态 产生 与 演进 的 规 
律 。 前 面 我 们 已 经 系统 地 讨论 了 数学 猜想 提出 的 方法 和 判定 其 真 
伪 性 的 途径 ， 其 中 有 些 方 法 、 途 径 是 具有 普遍 意义 的 ， 如 类 比 
法 、 模 拟 法 、 观 察 法 、 举 例 否定 、 命 题 转化 、 机 器 证 明 等 ， 无 论 
对 物理 学 、 化 学 中 的 猜测 ， 还 是 对 天 文学 、 地 学 、 生 物 学 中 的 猜 
测 ， 都 有 重要 参考 价值 。 这 是 从 方法 上 分 析 产 生 与 演进 ， 如 果 从 
原因 上 探讨 其 发 生 与 发 展 ， 也 会 发 现 一 些 带 有 共性 的 东西 。 比 
如 ， 一 般 说 来 ， 数 学 猜想 发 端 于 数学 问题 ， 产 生 于 数学 理论 体系 
自身 的 矛盾 之 中 ， 这 显然 对 探讨 其 它 学 科 中 猜测 产生 与 发 展 规律 
具有 指导 意义 。 
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@ 从 中 探讨 潜 科 学 的 基本 特征 

我 们 知道 ， 潜 科学 具有 待定 性 、 隐 和 变性、 创造 性 、 高 难 性 、 
趋 显 性 等 基本 特征 。 显 然 ， 数 学 猜想 的 待定 性 、 创 新 性 、 艰 难 性 
等 特征 是 潜 科学 特征 的 具体 表现 。 其 实 ， 潜 科学 的 隐 变 性 ， 在 数 
学 猜想 中 也 有 一 定 程度 的 体现 。 孕 育 中 的 数学 思想 ， 常 常 表 现 为 
人 们 头脑 中 的 潜意识 流 ， 因 而 必然 有 着 隐 变 性 的 特征 。 这 种 隐 变 
性 ， 主 要 表现 在 数学 猜想 的 提出 有 一 个 忽 隐 忽 现 ， 若 暗 若 明 ， 由 
模糊 到 清晰 ， 由 不 完善 到 完善 的 过 程 。 比 如 ， 前 面 讨论 过 的 “一 
切 凸 多 面体 的 面 数 (下 )、 顶 点 数 (V) 与 楼 数 ( 玉 ) 的 关系 为 下 + V 
=E+2” 这 一 猜想 ， 从 提出 来 看 有 一 个 了 酝酿、 萌发、 修改 与 完 
善 的 过 程 ， 或 者 说 ， 它 是 经 过 一 系列 的 隐 变 过 程 后 才 提 出 来 的 。 
至 于 潜 科 学 的 趋 显 性 ， 在 数学 猜想 中 亦 有 反映 。 从 数学 发 展 史 上 
看 ， 许 多 数学 定理 是 由 数学 猜想 转化 而 来 的 。 为 什么 会 这 样 呢 ? 
就 是 因为 数学 猜想 具有 趋 显 性 。 也 正 是 因为 如 此 ， 人 们 才干 方 百 
计 去 发 现 与 解决 数学 猜想 ， 以 达到 发 展 数学 理论 的 目的 。 这 是 从 
形式 上 看 。 从 实质 上 看 ， 因 为 数学 猜想 是 根据 一 些 已 有 的 数学 知 
识 与 事实 而 提出 来 的 ， 即 有 一 定 科 学 依据 的 ， 因 而 这 些 科学 依据 
就 自然 成 为 它 具 有 趋 显 性 即 转化 为 数学 理论 的 根据 了 。 不 仅 如 
此 ， 我 们 在 探讨 数学 猜想 基本 特征 产生 原因 时 ， 还 可 能 发 现 一 些 
有 普遍 意义 的 东西 。 比 如 ， 深 入 分 析 数 学 猜想 艰难 性 产生 原因 ， 
就 会 发 现 ， 传 统 观念 束缚 、 学 术 权 威 压 制 、 思 想 方 法 片面 等 是 造 
成 研究 成 果 得 不 到 多 数 人 承认 的 主要 原因 。 而 这 些 原因 又 常常 是 
其 它 科 学 成 果 遭 到 埋没 的 主要 因素 。 

@@ 从 中 探讨 科学 由 “ 潜 ” 到 “ 显 ” 的 转化 机 制 。 科 学 由 
“ 潜 ” 到 “ 显 ” 的 转化 是 科学 发 展 的 一 条 客观 规律 ， 其 转化 机 制 
表现 在 许多 方面 ， 诸 如 ， 提 高 科学 素养 ， 树 立正 确 的 科学 成 败 
观 ， 开 展 自由 论争 ， 加 强 管理 ， 倡 导 伯 乐 精神 等 等 。 从 前 面 讨论 
中 ， 我 们 可 以 看 出 ， 数 学 猜想 从 提出 到 和 解决， 从 “ 潜 ” 到 “ 显 ”， 
也 都 与 这 些 机 制 有 关 。 因 此 ， 研 究 数学 猜想 将 有 助 于 把 握 科学 由 
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“ 潜 ” 到 “ 显 ” 的 转化 机 制 。 这 里 我 们 着 重 就 开展 自由 论争 方面 
的 问题 加 以 讨论 。 围 绕 数学 猜想 展开 论争 ， 并 由 此 获得 其 彻底 解 
决 ， 这 在 历史 上 是 常见 的 一 种 现象 。 比 如 ， 狄 利克 雷 原 理 这 一 数 
学 猜想 自 提出 后 ， 经 历 了 三 十 多 年 的 激烈 论争 和 反复 ， 最 后 才 确 
并 起 来 。 所 谓 狄 利克 雷 原理 ， 是 指 德 国 数学 家 狄 利克 雷 在 研究 微 
分 方程 位 势 原理 时 提出 的 一 个 猜想 ， 其 具体 内 容 大 体 是 : 极 小 化 
犹 利克 雷 积分 
2 2 
站 1( 纺 ) 傍 ) ee 


的 函数 ww， 满足 位 势 方 程 


后 来 有 人 在 研究 三 维 位 势 方程 ( 亦 称 拉 普 拉 斯 方程 或 调 合 方程 ); 
du Du du 
ga ye et 

时 ， 又 提出 ， 由 位 势 方 程 所 描述 的 相应 物理 状态 总 有 一 个 确定 的 

物理 解 ， 因 而 其 本 身 也 必然 存在 一 个 数学 解 。 但 在 数学 上 的 这 种 

存在 性 ， 迟 迟 得 不 到 证 明 。1851 年 ， 黎 曼 在 他 的 博士 论文 《 单 

复 变 函 数 一 般 理论 的 基础 》 中 ， 给 出 了 位 势 方程 边界 问题 解 的 存 

在 性 证 明 。 由 于 黎 受 在 文中 运用 了 他 的 老师 狄 利克 雷 所 提出 的 上 

述 猜 想 ， 故 他 称 之 为 “ 狄 利克 雷 原理 ”"。 可 是 ， 事 隔 不 久 ， 便 引 

起 了 热烈 论争 ， 特 别 是 黎 曼 的 这 一 证 明 遭 到 了 德国 著名 数学 家 魏 

尔 斯 特 拉 斯 (K.W.Weierstrass, 1815—1897) 的 尖锐 批评 ， 说 

黎 曼 不 加 证 明 就 先 验 地 假定 存在 一 个 使 积分 达到 极 小 值 的 函数 ， 

这 在 数学 上 是 不 允许 的 。 黎 曼 没有 因此 动 播 自 己 对 狄 利克 雷 原 理 

的 信任 ， 并 运用 此 原理 又 作出 一 系列 重要 发 现 。1866 年 ， 黎 曼 

去 世 了 ， 但 论争 仍 未 停止 。1870 年 ， 魏 尔 斯 特 拉 斯 给 出 了 一 个 

与 狐 利 克 雷 原理 相反 的 例子 。 在 这 个 例子 中 ， 对 给 定 的 边界 条 

件 ， 使 狄 利克 雷 积分 达到 极 小 值 的 函数 是 不 存在 的 ， 并 以 此 来 否 

定 狄 利克 雷 原理 。 由 于 狄 利克 雷 原理 遭 到 了 数学 权威 魏 尔 斯 特 拉 
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斯 的 否定 ， 故 数学 家 们 只 好 另 寻 他 径 来 证 明 位 势 方 程 边界 问题 解 
的 存在 性 ，1870 年 ， 牛 曼 用 “算术 平均 值 法 ”重新 给 出 一 个 证 
明 ; 1890 年 ， 施 瓦尔 茨 利用 “交替 法 ”又 给 出 一 个 证 明 ， 同 年 ， 
彭 加 勒 用 “ 扫 散 法 ”也 给 出 一 个 证 明 等 等 。 这 些 证 明显 然 在 逻辑 
上 是 通 得 过 的 ， 但 没有 一 个 能 像 以 狄 利克 雷 原理 为 工具 证 明 那 样 
简单 、 明 快 。 许 多 数学 家 见 此 情景 ， 越 发 对 “ 狄 利 克 雷 原理 ”的 
被 否定 感到 惰 惜 ， 并 由 之 产生 复活 这 一 原理 的 念头 ， 作 出 一 些 努 
力 ， 然 而 未 能 成 功 。 数 学 家 牛 曼 悲观 地 表示 ; 如 此 美丽 又 有 如 此 
广阔 应 用 前 景 的 狄 利克 雷 原理 ， 已 经 从 我 们 的 视线 中 “永远 消 
失 ” 掉 了 ! 

就 是 在 狄 利克 雷 原 理 被 否定 三 十 年 之 后 ， 即 1899 年 ， 德 国 
另 一 位 著名 数学 家 希 尔 伯 特 ， 与 魏 尔 斯 特 拉 斯 又 展开 了 论争 。 他 
冲破 那 种 把 严格 性 与 简单 性 对 立 起 来 的 传统 观念 ， 批 评 魏 尔 斯 特 
拉 斯 以 严格 性 全 盘 和 否定 狄 利克 雷 原理 的 作法 ， 从 狄 利克 雷 原理 的 
简单 性 、 优 美 性 以 及 应 用 的 有 效 性 出 发 ， 积 极 寻 求 它 的 真实 性 和 
合理 性 ， 最 后 终于 找到 了 证 明 狄 利克 雷 原理 的 途径 和 方法 。 他 的 
德国 数学 联合 会 上 报告 了 他 的 这 一 研究 成 果 ， 并 明确 指出 ， 只 要 
对 问题 中 的 区 域 、 边 界 值 和 人 允许 函数 的 性 质 作 适当 的 限制 ， 就 可 
以 恢复 狄 利克 雷 原理 的 真实 性 。 他 还 针对 数学 家 们 认为 狄 利克 雷 
原理 早已 沉没 了 的 观点 ， 意 味 深 长 地 将 他 的 这 一 研究 工作 称 为 
“ 狄 利 克 雷 原理 的 复活 ".d 后 来 希 尔 伯 特 又 给 出 一 个 更 为 一 般 的 
证 明 ， 从 而 进一步 肯定 了 狄 利克 雷 原理 存在 的 合理 性 。 从 狄 利克 
雷 原理 死 而 复生 的 历史 事实 中 ， 我 们 不 难看 出 ， 自 由 论争 对 数学 
猜想 的 研究 和 解决 ， 有 着 积极 的 推动 作用 ; 同时 ， 要 想 使 真正 、 
合理 的 数学 猜想 不 被 埋没 ， 并 充分 发 挥 它 应 有 的 作用 ， 还 必须 有 
还 见 卓 识 的 数学 家 为 之 奋斗 ， 并 作出 真正 科学 的 理论 判定 。 这 些 
历史 经 验 ， 无 疑 对 深入 认识 科学 由 “ 潜 ” 到 “ 显 ” 的 转化 规律 是 


中 参见 赵 树 智 :《 狄 里 克 雷 原理 的 沉浮 )，( 潜 科学 杂志 )、1985 年 第 二 期 。 
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大 有 益处 的 。 

要 想 使 潜 科 学 研究 成 果 不 被 埋没 ， 还 有 许多 条 件 。 像 成 果 的 
审查 者 要 有 无 限 的 耐心 和 责任 感 ， 不 要 因 存 在 一 些微 不 足 道 的 缺 
从 而 和 否定 其 根本 的 正确 性 ， 就 是 一 个 重要 因素 。 比 如 ， 前 面 提 到 
的 比 巴 霸 赫 猜想 ， 当 路 易 斯 德 布朗 格 斯 经 过 7 年 的 艰苦 努力 宣 
布 这 一 猜想 彻底 解决 时 ， 许 多 数学 家 持 怀疑 态度 ， 尤 其 在 美国 几 
乎 找 不 到 一 个 支持 者 。 究 其 原因 除了 这 个 猜想 难度 大 ， 过 去 不 少 
人 说 解决 了 实际 是 错误 的 以 外 ， 还 有 一 个 原因 就 是 审查 者 不 耐 
心 。 当 时 ， 德 布朗 格 斯 将 他 的 350 多 页 的 论文 送 给 一 些 数学 家 审 
查 时 ， 美 国有 一 位 曾 审查 过 多 篇 关于 这 个 猜想 证 明 论文 (结果 都 
错 ) 的 著名 数学 家 ， 开 始 还 能 认真 地 看 ， 但 当 发 现 其 中 有 错误 
时 ， 他 就 再 不 往 下 看 了 。 其 实 ， 这 里 的 错误 并 不 防 碍 最 终结 果 的 
正确 性 。 后 来 ， 德 布朗 格 斯 只 好 在 苏联 找到 了 耐心 者 ， 最 后 得 到 
肯定 。 类 似 的 情况 ， 在 其 他 学 科 领 域 里 也 是 常 发 生 的 ， 故 具有 普 
遍 意 义 。 
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千 淘 万 渡 始 到 金 -- 数 学 猜想 的 艰难 性 
(一 ) 有 一 个 逐步 完善 的 过 程 
(二 ) 时 间 长 与 途径 曲折 
1， 时 间 长 
2， 途 径 曲 折 
(三 ) 有 时 得 不 到 多 数 人 的 承认 


、 数 学 猜想 的 类 型 、 特 征 与 意义 


(一 ) 数学 猜想 的 类 型 


1， 存 在 型 猜想 
2， 规 律 型 猜想 
3， 方 法 型 猜想 

(二 ) 数学 猜想 的 特征 
1， 真 伪 的 特定 性 
2， 思 想 的 创新 性 
3， 目 标的 具体 性 

(三 ) 研讨 数学 猜想 的 重要 意义 
1， 丰 富 数学 理论 
2， 促 进 数学 方法 论 的 研究 
3， 推 动 潜 科 学 学 的 探讨 


